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引言 一 空间 的 基本 概念 与 基本 结构 


几何 学 乃 是 人 类 理性 文明 ， 对 于 我 们 和 大 自然 中 的 万 物 万 象 共存 
于 其 中 的 空间 的 【认识论 ]。 字 定 中 的 所 有 事物 乡 存 在 于 其 中 、 发 生 
于 其 内 ， 当 然 也 永远 受 著 空间 本 质 的 制约 与 复 育 。 几 何 学 的 课题 也 就 
是 去 研究 、 理 解 空 间 的 本 质 ， 它 是 我 们 研讨 大 自然 、 理 解 大 自然 的 自 
然 起 点 和 基石 所 在 ; 它 也 是 整个 自然 科学 的 启蒙 者 和 英 基 者 ， 是 理 所 
当然 的 第 一 科学 。 不 论 在 自然 科学 的 发 展 顺 序 上 ， 或 在 全 局 的 基本 重 
要 性 上 ， 几 何 学 都 是 当之无愧 的 先行 者 与 英 基 者 ， 也 是 种 种 科学 思想 
和 方法 论 的 自然 发 祥 地 。 它 源远流长 ， 历 经 数 千 年 世代 相 承 精益 求 精 
的 研究 和 和 逐步 逐 阶 的 进展 ， 至 今 依 然 根 深 干 粗 ， 莲 勃 抽 壮 。 在 现今 廿 
一 世纪 ， 它 会 继续 是 开拓 新 知 的 有 力 工 具 ， 而 自然 科学 的 拓展 又 必然 
对 于 空间 几何 学 的 理解 深度 和 广度 提出 新 的 爵 求 和 问题 。 总 之 自然 科 
学 和 几何 学 的 进展 是 密切 相关 、 相 辅 相 成 的 。 人 多利 略 (Galileo) 曾 说 : 
| 上帝 必定 是 一 个 几何 学 家 (God must be a geometer)。」 其 所 指 也 许 就 
是 上 述 自然 科学 和 几何 学 之 间 的 自然 结合 。 


自古 到 今 ， 几 何 学 的 研究 在 方法 论 上 大 体 可 以 划分 成 下 述 几 个 阶段 : 

(1) 实验 几何 : 用 归纳 实验 去 发 现 空间 之 本 质 。 

(2) 推理 几何 : 以 实验 几何 之 所 得 为 基础 ， 改 用 演 译 法 ， 以 逻辑 推理 
去 探索 新 知 ， 并 对 于 已 知 的 各 种 各 样 空间 本 质 ， 精 益 求 精 地 作 系 


统 化 和 深刻 的 分 析 。 在 这 方面 ， 十 希腊 文明 获得 了 辉煌 的 成 就 ， 
它 也 是 全 人 类 理性 文明 中 的 重大 篇 章 。 
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坐标 解析 几何 : 箭 卡 儿 (Descartes) 和 费 玛 (Fermat) 通过 坐标 系 的 
建立 ， 把 当代 数学 中 的 两 大 主角 一 一 几何 学 和 代数 学 简明 有 力 


地 结合 起 来 ， 开 创 了 近代 数学 的 先河 。 其 自然 而 然 的 结果 是 微 积 
分 的 产生 和 大 量 地 运用 解析 法 研讨 自然 现象 。 


(4) 向量 几何 : 从 现代 的 观点 来 看 ， 空 间 最 为 根本 而 且 控 制 全 局 的 本 
质 乃 是 由 它 的 所 有 保 长 变换 所 构成 的 变换 群 (transformation group) 
， 通常 又 称 之 为 3- 维 的 欧 氏 群 (Euclidean group of 咒 )， 而 几何 学 
所 研究 者 就 是 这 个 变换 群 的 不 变量 理论 (invariant theory)。 因 为 
所 有 几何 量 都 根源 于 长 度 ， 所 以 必然 在 保 长 变换 之 下 保持 不 变 ; 
反之 ， 任 何在 保 长 变换 群 的 作用 之 下 保持 不 变 的 〈( 亦 即 不 变量 
一 invariants ) 也 都 具有 几何 意义 ， 而 且 也 一 定 根源 于 长 度 。 向 量 几 
何在 本 质 上 乃 是 坐标 解析 几何 的 返 瑛 归真 ， 它 的 最 大 优越 性 在 于 向 
量 运 站 的 正 交 不 变性 (orthogonal invariance)。 可 以 说 ， 向 量 几 何 乃 
是 不 依赖 于 坐标 系 的 解析 几何 (coordinate-free analytical geometry) 
， 它 自然 而 然 地 化 解 了 原先 在 坐标 解析 几何 中 ， 由 坐标 系 的 选取 
所 引入 的 各 种 各 样 ( 非 几 何 的 ) 非 不 变量 的 困扰 ! Hamilton 和 
Grassmann 分 别 是 3- 维 和 高 维 的 向 量 代数 的 创始 者 。 


0.1 基本 概念 和 基本 结构 


位 置 (location) 是 空间 的 基本 概念 之 中 最 为 原始 者 。 空 间 本 身 其 实 
就 是 宇宙 之 中 所 有 可 能 的 位 置 的 总 体 。 在 几何 学 的 讨论 中 ， 通 常用 点 
(point) 来 标记 位 置 ， 所 以 点 其 实 就 是 位 置 的 抽象 化 (abstraction)。 当 一 
个 动 点 (moving point) 由 一 个 位 置 移动 到 另 一 位 置 ， 其 所 经 过 的 点 组 成 
这 个 运动 的 通路 (path)。 连 结 于 空间 各 地 之 间 的 通路 则 是 空间 基本 概念 
中 第 二 个 最 原始 者 。 再 者 ， 光 线 的 普遍 存在 和 我 们 的 视觉 很 自然 地 局 
示 我 们 ， 并 促使 我 们 认识 到 空间 的 基本 结构 乃 是 : 


[连结 给 定 两 点 之 间 的 所 有 通路 之 中 ， 有 一 条 唯一 的 最 短 通 

路 一 一 它 就 是 连结 两 点 的 直线 段 。 | 
这 也 就 是 在 我 们 日 常生 活 的 大 气 层 内 ， 或 者 在 太空 中 ， 光 由 一 点 射 向 
另 一 点 所 经 过 的 通路 ， 亦 即 我 们 常见 的 光线 (light rays)。 再 者 ， 我 们 日 
常 的 经 验 是 : 若 不 受阻 碍 ， 光 线 是 会 一 直 向 前 无 限 延 伸 的 。 射 线 (ray) 
这 个 基本 几何 概念 就 是 上 述 这 种 可 以 无 限 向 前 延伸 的 光线 的 抽象 化 ， 
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而 空间 中 给 定 相 异 两 点 {4,B} 所 确定 的 直线 则 是 由 A 射 向 B 的 射线 
和 由 B 射 向 4 的 射线 的 和 集 (unionj。 总 结 上 述 的 讨论 ， 空 间 的 基本 结 
构 可 以 描述 如 下 : 


【基本 几何 结构 】 : 对 于 空间 给 定 相 异 两 点 {4, BB} 存在 有 唯一 连结 于 
A, BB 之 间 的 最 短 通路 ， 称 之 为 连结 A,B 的 直线 段 (interval)， 将 以 符号 
AB 表示 之 。 再 者 由 4 到 万 的 最 短 通路 可 以 向 前 无 限 延 伸 ， 称 之 为 由 
A 射 向 的 射线 ， 将 以 符号 AB 表示 之 。 而 该 线段 向 两 端 无 限 延 伸 的 
通路 ， 亦 即 ABU BA， 则 称 之 为 由 {4,B} 所 唯一 确定 的 直线 (straight 
line)， 将 以 符号 AB 表示 之 。 


[ 图 0-1] 
[ 注 ] : 点 是 最 为 原始 的 几何 事物 (geometric object)， 所 有 其 他 的 几何 事 
物 都 是 由 点 组 合 而 成 的 。 直 线段 和 直线 则 是 第 二 种 最 为 原始 的 几何 事 
物 ， 所 有 其 他 的 几何 结构 和 性 质 都 是 由 它们 所 表达 的 基本 结构 来 刻 划 
和 表述 的 。 
直线 和 直线 段 之 间 ， 显 然 有 下 述 基本 关系 : 
直线 上 的 次 序 与 分 隔 : 
(i) AB 是 AB 的 一 个 子 集 。 若 Ce 而 有 全 CX4 或 刀 ， 则 称 C 位 
于 4, BB 之 间 。 再 者 ，; 若 0,DEeAB 则 CDCAB。 
(ii 直线 C 上 任 给 一 点 PP 把 直线 [分割 成 两 段 ， 称 为 尸 的 两 侧 。 属 
于 同 侧 的 两 点 A1, 4? 其 直线 段 4142 不 包含 PP ;而 属于 蜡 侧 的 两 
点 4A, B 其 直线 段 AB 则 包含 书 。 
设 {4, B,C} 是 L\{P} 中 的 相 异 三 点 ， 而 有 全 Pe4， 则 4C 和 万 C 
中 有 一 且 仅 有 一 包含 已 。 再 者 ， 由 相 异 两 点 定 一 直线 段 (或 一 直线 ) 
这 两 种 密切 相关 的 空间 基本 结构 ， 就 可 以 自然 地 定义 下 述 两 种 和 两 者 
各 别 相 容 的 子 集 。 
【定义 】: 空间 中 的 子 集 S 若 满足 性 质 : 
若 A,Be5S,AzB 则 4BCS 
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则 称 5S 为 一 个 耳 子 集 (convex subset)。 
【定义 】: 空间 中 的 子 集 S 若 满足 性 质 : 

若 A,BeEeS,AzB 则 ABCS 
则 称 S 为 一 个 平 直子 集 (straight or rectilinear subset)。 


显然 ， 所 有 平 直子 集 也 都 是 凸 子 集 。 但 是 ， 反 之 则 不 然 。 例 如 直线 
段 4 万 是 一 个 凸 子 集 ， 但 是 它 并 非 平 直子 集 ， 而 直线 4B 本 身 则 当然 
是 一 个 平 直 子 集 和 上 西子 集 。 


再 者 ， 由 上 述 定义 ， 易 见 凸 子 集 的 交集 (intersection) 还 是 山子 集 ， 
平 直 子 集 的 交集 还 是 平 直子 集 。 由 此 可 见 ， 对 于 空间 给 定 的 点 集 S， 
在 所 有 包含 S 的 西子 集 之 中 有 一 个 唯一 的 最 小 者 ， 它 其 实 就 是 所 有 包 
含 S 的 西子 集 的 交集 是 也 ， 通 常 叫 做 S 的 凸 包 (convex hull of S)， 我 
们 将 以 C(S) 表示 之 。 同 样 地 ， 所 有 包含 S 的 平 直子 集 的 交集 万 是 那 
个 包含 S 的 平 直子 集中 的 最 小 者 ， 通 常 叫做 由 6 所 张 的 平 直子 集 (the 
rectilinear subset spanned by S )， 我 们 将 以 <S> 表示 之 。 


注意 : 我 们 将 把 空 集合 5 和 单 点 集合 {P} 想 成 西子 集 和 平 直子 集 的 特 
例 。( 因 为 它们 根本 不 会 含有 相 异 两 点 ， 所 以 其 检验 条 件 无 从 用 起 1 ) 


【例子 】 


(1) 当 S={4} 只 含有 单个 点 者 ， 则 
C({4)) = {4} "<{A}>= 4} 
(2) 当 S 二 {4,B} 是 由 相 异 两 点 组 成 者 ， 则 
Cl{4,BH = AB, <{4,B}>= AB 
(3) 当 S = {4,B,C} 而 且 A, B,C 不 共 线 ， 则 


C({4,B,C}) =A4BC 
<{4, B,C}> 是 由 不 共 线 三 点 所 张 的 平面 。 


Viil 


(4) 当 S={4,B,C,D} 是 由 不 共 面 四 点 所 组 成 者 ， 则 


C({4, B,C,D}) 是 以 A, B,C,D 为 其 顶点 的 四 面体 ， 
它 的 四 个 面 就 是 A4BC,ABCD,ACD4 和 AD4P， 
而 其 所 张 的 平 直子 集 已 经 是 全 空间 了 ! 

<{4, B,C,D}>= 全 空间 。 


所 以 空间 中 的 平 直子 集 只 有 五 种 ， 即 空 集合 $， 单 点 子 集 {P}， 直 线 
,平面 和 全 空间 。 

由 此 可 见 ， 平 面 乃 是 仅 次 于 全 空间 的 平 直 子 集 ， 它 是 一 种 介 平 于 直 
线 和 全 空间 之 间 ， 而 又 具有 连 点 直线 段 和 直线 这 种 空间 基本 结构 的 子 
空间 。 所 以 ， 平 面 用 是 一 种 既 比 空间 简单 而 又 保有 空间 基本 结构 的 几 
何 结构 。 平 面 几何 学 的 课题 就 是 研究 平面 上 所 保有 的 空间 基本 结构 和 
所 反映 的 各 种 性 质 。 它 是 进而 研讨 空间 (立体 ) 几何 学 的 自然 而 且 非 
常理 想 的 中 途 站 。 


0.2 平面 上 的 次 序 与 分 隔 


类 似 于 点 和 直线 之 间 的 关系 ， 在 平面 开 中 的 任 给 一 条 直线 上 也 把 平 
面 代 切 成 两 片 ， 称 之 为 《的 两 侧 。 居 于 同 侧 的 两 点 A1, 4?， 其 直线 段 
4i42 和 [不 相交 ;而 居于 异 侧 的 两 点 A, B， 其 直线 段 4 甩 和 ZL 相交 
。 设 {A, B,C} 是 IANAZ 中 的 相 异 三 点 ， 而 且 ABNMEL 关 9， 则 AC NL 和 
PCnL 之 中 有 一 且 仅 有 一 为 非 空 的 。 


上 面 所 讨论 的 是 平面 在 连结 ( 亦 即 {4,B} 一 4 和 AB ) 和 次 序 分 
隔 上 的 基本 结构 和 基本 性 质 。 现 在 让 我 们 再 来 探讨 平面 在 这 种 基础 之 
上 所 具有 的 进 一 层 的 本 质 和 基本 性 质 ， 例 如 常见 常用 的 长 度 、 角 度 、 
大 小 、 形 状 等 等 。 

由 平面 的 分 隔 ， 即 一 个 平面 开 被 其 上 的 一 条 直线 分 割 成 两 个 半 面 
， 亦 即 INAL = HiUJHi， 我 们 将 称 之 为 对 于 《的 两 个 开 半 面 (open 
half-plane with respect to《);， 而 HiUL 和 甩 ， UL 则 称 之 为 对 于 《的 闭 
半 面 (close half-plane with respect to 《 )， 易 证 它们 都 是 西子 集 。 
[证 明 留 作 习题 ] 


设 {A, B,C} 是 不 共 线 三 点 ， 开 是 其 所 张 的 平面 。 令 
Hi 是 对 于 直线 BC 的 闭 半 面 而 且 含 有 A 者， 
Hy 是 对 于 直线 CA 的 闭 半 面 而 且 含有 局 者 ， 
太 # 是 对 于 直线 4 的 闭 半 面 而 且 含 有 者 ; 
则 西子 集 HNnHiNMH3 (如 [图 0-2|] 所 示 ) 就 是 一 个 以 A, B,C 为 其 
顶点 的 三 角形 ， 通 党 以 人 ABC 表示 之 。 
[习题 : 试 证 它 正 是 {4, B,C} 的 凸 包 。] 


[图 0-2] 


在 几何 学 的 研讨 中 ， 三 角形 是 仅 次 于 直线 段 和 直线 的 基本 几何 图 形 
， 而 空间 的 大 部 分 基本 性 质 都 已 经 在 三 角形 的 几何 性 质 中 充分 体现 。 
三 角形 之 所 以 成 为 古 希 腊 几 何 学 所 研讨 的 主角 ， 其 原因 也 就 是 : 三 角 
形 既 简单 而 又 能 充分 反映 空间 的 本 质 。 


大 体 上 来 说 ， 空 间 的 本 质 最 为 基本 者 就 是 前 面 已 经 讨论 的 连结 、 分 
隔 再 加 上 对 称 性 ， 平 行 性 和 连续 性 。 


0.3 ”对 称 性 


在 平面 几何 的 范畴 来 说 ， 平 面 对 于 其 上 每 一 条 直线 蕴 成 反射 对 称 。 
用 现代 的 术语 来 说 ， 平 面 I 上 对 于 直线 上 的 反射 对 称 是 一 个 从 工 到 工 
的 映射 ( 亦 称 为 变换 ) gp : 开 人 一 I， 它 把 2 的 点 国定 不 动 ， 把 不 在 2 的 
点 如 也 点 映射 到 已 点 使 得 PP 和 ZL 正 交 于 已 P 的 中 点 ， 如 [图 0-3] 
所 示 。 


Po = = | | 


“P’ 
| 图 0-3 ] 
假如 把 一 张 纸 想 成 是 平面 的 局 部 ， 则 在 上 述 反 射 对 称 iy 之 下 相互 对 应 
的 点 P, P' 也 就 是 把 纸张 沿 人 折 押 时 相互 县 合 者 。 而 一 个 和 全 全 全 的 直 
线段 (或 角 区 ) 则 显然 是 等 长 (或 等 角 ) 的 。 由 此 可 见 这 种 反射 对 称 
用 是 一 种 保 长 、 保 角 的 变换 。 
[ 注 ] : 十 希腊 的 几何 学 家 肯定 是 认识 到 上 述 反射 对 称 性 及 其 保 长 保 角 性 
的 。 ee 种 梢 汪 证 不 作 和 村 ， 所 以 他 们 改 用 下 述 三 条 司 合 
公理 来 描述 空间 对 称 性 这 种 本 质 。 
1. 直线 段 的 受 合 公理 : 设 4AB 是 一 个 给 定 直 线段 ，P 是 给 定 直线 上 
一 个 给 定点 。 则 在 尸 的 两 侧 各 有 唯一 一 点 Q, 8' 使 得 4 万 和 PQ@,， 
PO' 能 够 县 合 ， 亦 即 等 长 。 


| | 


4, :万 
0 F Oo 
[ 图 0-41] 
2， 角 区 的 受 合 公理 : 设 LAOB 是 一 个 给 ，PO 是 一 个 给 定 射线 


ee Gi ee 
和 LQPR 或 LQPR' 能 够 县 合 ， 亦 即 等 角 。 
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3. 三 角形 的 登 合 公理 : 两 个 三 角形 A4BC 和 八 A'B'C' 能 够 相互 又 合 
( 亦 称 之 为 全 等 ) 的 充 要 条 件 是 它 有 相应 的 两 边 及 其 夹 角 (S.A.S.) 
能 够 彼此 晤 合 ( 亦 即 对 应 等 长 和 等 角 ) 。 

C O’ 


A!' 
A B 


[ 图 0-6] 
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例如 人 人 ABC 和 人 A'B'C' 之 间 有 AB 和 A'B' 等 长 ，AC 和 AC 
等 长 ;而且 LBAC 和 LB'A'C' 等 角 ; 则 必 有 BC 和 B'C' 等 长 ， 
LABC 和 LA'B'C' 等 角 和 LACB 和 LA'C'B' 等 角 。 


[ 注 ] : 三 条 当今 公理 之 中 3 第 一 条 和 第 二 条 其 实 是 用 来 确立 等 长 和 
0 而 第 三 条 才 是 真正 的 反映 著 空 间 对 称 性 这 种 本 
质 。 再 者 ， 他 们 用 上 述 公 理 推导 的 第 一 个 定理 就 是 等 腰 三 角形 人 ABC 
( 即 AB 和 AC 等 长 ) 是 对 于 其 顶 角 平 分 线 成 反射 对 称 的 ， 然 后 以 等 
腰 三 角形 为 工具 去 探索 空间 对 称 性 各 种 各 样 广泛 而 且 深 远 的 影响 。 


0.4 平行 性 

平面 上 的 一 条 射线 表达 了 一 个 方向 ， 而 一 条 直线 则 是 具有 两 个 相 
反 的 方向 。 再 者 两 条 共 起 点 的 射线 AB 和 AC 在 方向 上 的 差别 也 就 是 
LBAC 的 角度 所 表达 者 ， 亦 即 角 度 乃 是 其 方向 差 的 度量 是 也 。 在 平面 
几何 中 ， 两 个 射线 同 向 平行 的 直观 内 含 是 两 者 所 表达 的 方向 相同 。 以 
下 让 我 们 来 分 析 一 下 ， 这 种 「 方 向 相同 」 的 概念 究竟 应 该 如 何 定 义 才 
算是 合理 。 

【 分析 】 

1. 若 AB, OP 共 在 一 条 直线 上 ， 则 易 见 两 者 同 向 的 充 要 条 件 是 
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[在 两 者 反 向 时 ABMOD 的 可 能 性 是 5， 单 点 或 一 个 有 限 长 线段 。] 


. 在 AB, CP 不 共 线 的 情形 ， 连 结 AC。 如 [图 0-7| 所 示 ，AC 和 
CFE 共 线 同 向 ， 而 LZ1 和 ZL2 则 分 别 a CP 和 OE 
的 方向 差 。 由 此 可 见 ， 全 他 和 十 
相等 的 合理 条 件 ， 因 为 [等 向 ] 减 [等 向 」 应 该 还 是 相等 者 ， 
不 ? 


. 假如 我 们 采取 上 述 「 合 理 」 的 条 件 来 定义 AB, OD 是 否 『 等 向 ] 
, 即 ZL1= L2 表示 AB, CP 『「 等 向 ]。 邻 BB 是 和 AB 共 线 同 向 
者 ， 则 由 


AB, BP 「 等 向 ] 和 AB,CP 『「 等 向 J 


当然 也 应 该 有 成 和 0 『「 等 向 ]。 因 此 如 [图 0-7] 所 示 的 Z3 
应 该 等 于 L4。 再 者 ， 由 [图 0-7] 所 示 


L4==L6 十 LZ2， L3 十 LZ5= 二 平角 (7) 


所 以 
AL1= ZL2 和 AL3= 人 4 


这 Ll1+ LL6+ 人 L5= AL2+ 人 L6+ 人 L5= AL3+AL5=7 
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上 面 三 点 分 析 说 明了 平面 上 的 [等 向 」 概念 是 否 能 够 合理 地 定义 而 
又 不 产生 矛盾， 那 就 要 看 三 Ce 0 
句 话说， 平面 的 平行 性 和 三 角形 的 内 和 角 和 恒 等 于 x 是 同一 件 事 的 
两 种 表现 。 


[ 注 ] : 在 十 希腊 的 欧 几 里 得 的 “Elements” 中 , 以 下 述 平行 公理 来 描述 平 
行 性 ， 即 设 平 面 上 两 条 直线 人 1, 2 和 第 三 条 直线 上 相交: 


{2 


{1 


[ 图 0-8] 


若 同 傍 内 角 L1, Ll 之 和 小 于 T， 则 如,b 必定 相交 于 《的 L1, 人 L1 所 在 
的 那 一 侧 。 


平行 性 在 平面 几何 中 所 扮演 的 角色 是 它 使 得 定量 几何 中 的 各 种 公式 
都 大 大 的 简化 。 例 如 三 角形 的 面积 公式 是 [ 底 x 高 十 2] ， 直 角 三 角形 
的 三 边 满足 名 方 加 股 方 等 于 弦 方 ， 以 及 相似 三 角形 定理 等 等 都 是 必须 
依赖 于 平行 性 的 ! 


[ 注 ] : 空间 的 连续 性 在 直观 上 业已 由 一 条 直线 乃 是 连续 不 断 的 ， 但 是 它 
Te ta 
割 成 两 断 。 但 是 上 述 连续 性 的 深入 理解 和 深远 影响 则 有 待 往 和 后 在 适 

的 地 方 再 详 加 研讨 。 


XIV 


连结 、 分 隔 与 对 称 一 定性 平面 几何 


定性 平面 几何 所 要 研讨 的 主题 是 「 全 等 形 」 和 平行 性 」 。 在 本 质 
上 ， 前 者 乃 是 平面 对 于 任 给 直线 的 反射 对 称 性 的 具体 反映 ， 而 和 后 者 则 
是 三 角形 的 内 角 和 恒 等 于 一 个 平角 (r) 所 表达 的 『 平 直 性 」 。 在 本 章 中 
， 我 们 将 以 一 个 平面 上 连结 与 分 隔 的 基本 结构 和 三 个 县 合 公理 为 基础 
， 把 定性 平面 几何 中 常用 的 基本 事实 ， 作 一 次 简明 扼要 的 逻辑 推导 和 
系统 化 整理 。 而 关于 平行 性 的 讨论 ， 则 会 留待 下 一 章 再 作 系统 整理 : 
亦 即 在 本 章 的 论证 中 ， 我 们 将 会 完全 避免 用 平行 性 ， 所 以 所 证 得 的 结 
果 ， 在 非 欧 面 也 同样 成 立 ! 

为 了 简化 叙述 起 见 ， 往 和 后 将 会 用 AB 同时 表示 该 直线 段子 集 及 其 长 
度 ，Z4BC 同时 表示 该 角 区 及 其 角度 ( 亦 即 4A 和 BC 的 方向 差 ) 等 
等 。 而 一 些 集合 的 表述 方式 如 SG =<bUbU{f4> 和 {P}=4BnCD 
将 会 简化 为 S=<ll 4> 和 P=4BnCD 等 等 。 


1.1 等 腰 三 角形 的 特征 性 质 


在 各 种 各 样 的 平面 图 形 之 中 ， 三 角形 乃 是 最 为 简单 者 ; 而 在 各 种 各 
祥 的 三 角形 之 中 ， 最 为 基本 者 则 首 推 等 腰 三 角形 。 究 其 原因 ， 就 是 等 
腰 三 角形 所 具有 的 轴 对 称 能 够 具体 而 微 地 反映 著 平 面 的 反射 对 称 性 ， 
所 以 它们 乃 是 研讨 平面 几何 之 中 对 称 性 的 种 种 表现 与 推论 的 基本 工具 
。 所 以 定性 平面 几何 的 首要 之 务 ， 就 是 推导 等 腰 三 角形 的 各 种 各 样 的 
特征 性 质 ， 亦 即 : 
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等 腰 三 角形 的 特 微 性质: (如 [图 1-1] 所 示 ) 
(i) CA4=CB (定义 ) 

(i) ZA= ZB; 

(i) ZC 的 分 角 线 CM 重 直 底 边 AB ; 

(iv) 中 线 CHM7 重 直 底 边 ; 

(v) 重 线 CN7 平分 顶 角 。 


A M B 
[ 图 1-1 | 


上 述 特征 性 质 的 系统 推导 如 下 : 


【定理 1.1】: 设 A4BC 的 两 边 为 等 腰 ， 即 CA 二 CB， 则 其 顶 角 LC 
的 分 角 线 重 直 平分 底 边 ， 而 且 其 两 底 角 相等 ， 即 有 LA 二 LB。 


证 明 : 设 Ci 平分 顶 角 ， 由 所 设 AMC4 和 八 MCB 满足 S.A.S. 全 
等 条 件 。 所 以 


ZL4= ZLB, AM = MB, LCMA= ZLCMB= 了 7 


C 


[ 图 1-2] 
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[ 注 ] : 如 上 所 证 ，OWT 乃 是 等 腰 三 角形 人 ABC 的 对 称 轴 。 等 腰 三 角形 万 
是 平面 图 形 中 具有 轴 对 称 的 最 简单 者 ， 因 此 它 也 是 最 便于 用 来 分 析 平 面 
对 称 性 在 各 种 各 样 几何 问题 中 的 作用 的 [工具 」。 上 述 定理 已 证 明 由 (i) 
可 推 得 处 下 各 个 性 质 :反之 ， 由 (ii, (iv) 或 (v) 即 有 AMC4S 关 AMCB 
[证 明 留 作 习题 ]， 即 得 回 (i。 所 以 现在 还 需 验 证 余下 的 (这 信人， 其 证 
明 可 以 由 下 述 一 个 熟知 的 县 合 条 件 A.S.A. 来 推导 而 得 : 
【定理 1.2】: (A.S.A.) 若 人 ABC 和 人 A'B'C' 满 足 LA= 人 LALB= LB 
而 且 AB=AB',， 则 人 ABC 人 A'B'C'。 

证 明 : 若 4C = ANC'， 则 两 者 已 经 满足 S.A.S. 全 等 条 件 。 不 然 
， 不妨 设 4G > AC。 在 ACO' 上 取信 点 使 得 HO* = AC， 则 有 
A4BCSA4BC* (S.A.S.)， 所 以 


LABC = LA'B'C* < LA'B'O' 


显然 和 所 设 ZL4BC = 人 LA'B'C' 矛盾 。 
C 0 
全 


4 B A 万 
[图 1-3 ] 
【定理 1.3】 : 若 A4BC 的 两 底 角 相等 ， 即 LA 一 LB;， 则 A4BC 必 
为 等 腰 ， 亦 即 C4=CP。 
证 明 : 由 所 设 A4BCO 和 八 ACB 满足 A.S.A. 条 件 ， 用 [定理 1.2] 即 得 
人 人 ABOC 守 人 ACB;,， 所 以 CA=0B。 


1.2 定性 平面 几何 中 的 常用 基本 事实 


在 定性 平面 几何 中 还 有 其 他 的 司 合 条 件 、 作 图 题 和 不 等 式 ， 它 们 都 
可 以 用 等 腰 三 角形 的 特征 性 质 来 系统 地 推导 而 得 。 运 用 这 些 基本 的 事实 
， 我 们 还 可 以 证 明 三 角形 内 角 和 不 大 于 一 个 平角 〈 详 见 本 章 之 末 ) 。 
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【定理 1.4】: (S.$.$.) 车 A4BC 和 A4B'C' 的 三 边 对 应 等 长 ， 则 
AABC ES AA4'B'C'。 

证 明 :如 | 图 1-4| 所 示 ， 我 们 可 以 在 AB 的 另 一 侧 作 A4BC* 使 得 
LBAC* = LB'A'C', 40 = AC'， 则 有 人 ABC* 人 守信 4'B'C' (S.A.S)， 所 
以 BO* = B'C'= BC。 连结 CC*， 由 所 设 人 ACO* 和 八 BCO* 涡 为 等 
腰 。 再 由 [定理 1.1]， 即 有 

LACC* = LAC*C, LBCO* = LBO*C 
> LACB = LAC*B 
> AABC SS AABC* (S.A.S.) 
兰 A4B'C' (所作 ) 
C 


[图 1-4] 
【基本 作 图 题 1.1】 : 作 一 个 给 定 角 的 分 角 线 。 


[图 1-51] 
[作法 ] 以 给 定 角 顶点 C 为 圆心 ， 任 取 一 半径 在 其 角 边 之 两 条 射线 上 分 


别 截 取 GA 二 CB 二 r+， 如 [图 1-5] 所 示 。 在 AB 的 另 一 侧 有 一 个 C0*， 
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AC*= AC = BO*= BC=r 
而 0* 可 以 由 以 了 为 半径 分 小 别 以 A, B 为 圆心 的 交 截 而 得 (C 和 Cr 分 
别 是 这 两 个 圆 的 交点 ) 。 连 结 Ow， 即 为 所 求 之 LC 的 分 角 线 。 

证 明 : 由 所 作 A4CC* SABCC* (S.$.SJ， 所 以 Z4CC* = ZBCCr* 
而 且 A,B 分 居于 CO* 之 两 侧 。 所 以 OOF 平分 LC。 
【基本 作 图 题 1.2】: 在 射线 AB 之 一 侧 作 另 一 射线 AC 使 得 LBAC 等 
于 一 个 给 定 角 LA'。 


CC CC 
tt , 


3 
[图 1-6] 
[作法 ] 以 AB 为 半径 A' 为 圆心 ， 分 别 在 ZA’' 的 两 个 角 边 上 截取 
AB'= AC'= 4B。 再 以 A 为 圆心 ，AB 为 半径 和 以 B 为 圆心 ，B’'C’ 
为 半径 各 作 一 圆 而 得 两 个 分 居于 AB 两 侧 的 交点 C 和 C*。 由 所 作 即 有 
A4BCSA4BC' S AABO* (5.9.58.)° 


【基本 作 图 题 1.3】 : 作 一 给 定 线 段 4 万 的 垂直 平分 线 。 
el C 
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[作法 ] 如 [图 1-7] 所 示 ， 在 4AB 线 外 任 取 一 点 CO。 若 AO = BO， 则 可 
以 由 | 基本 作 图 1.1] 的 作法 求 得 居于 另 一 侧 的 C*， 使 得 4C* = BC*。 则 
CO* 就 是 4 万 的 重 直 平分 线 。 

若 4C 和 BC， 则 可 在 AB 同 侧 再 作 C' 点 使 得 AB4C 兰 A4BC 。 
它们 的 两 对 对 应 边 ， 即 


{40,B0"} 和 {BO,AO'} 
之 中 必 有 一 对 相交 与 一 点 CC (如 [图 1-7| 所 示 )。 由 [定理 1.3]， 


AC = BC， 所 以 可 以 用 前 面 的 作法 求 得 AB 的 另 一 侧 的 O* 点 ， 使 得 
三 DC 
则 CO* 就 是 所 求 作 的 垂直 平分 线 。 
证 明 : 由 所 作 ， A4BC 是 等 腰 ， 而 且 CC* 平分 其 顶 角 。 由 此 易 
见 A4CMS 关 ABCM (S.A.S.)， 所 以 4M = BM， ZAMC = LBMC = 
直角 。 


【定理 1.5】 : 设 有 相 骨 直线 b, la 分 别 和 第 三 条 直线 上 相交， 若 同 位 
角 相 等 (如 [图 1-8| 所 示 ，ZL1 = ZL2) ， 则 [1, 人 。 不 相交 。 


CO”* 有 B/L2 {2 


[图 1-8] 

证明 : 我 们 用 反 人 证 法 ， 设 CE 一 1 NM {>° 在 {» 上 取 BGS L4C ， 
{OC,CO*} 分 居 《的 两 侧 ， 连 结 C*A。 则 由 所 作 人 ABO* 和 和 人 BAC 满足 
S.A.S.， 所 以 两 者 全 等 。 由 此 可 得 


ZBAC*+L1= 二 LABC+L2 二 xr (平角 ) 


因此 C*4= AC==， 而 1, {2 相交 于 分 居 4 的 两 侧 的 C 和 CQO*。 这 显然 
和 二 点 确定 唯一 一 条 直线 相 矛 盾 。 所 以 1 和 (ls 是 不 可 能 相交 的 ! 
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【定理 1.6】 : 三 角形 的 任 一 外 角 大 于 其 任 一 内 对 角 。 即 如 [图 1-9] 所 
示 ，~8 大 于 人 LA 和 人 CO。 
C 


加 


A B 
[图 1-9] 

证 明 :这 是 [定理 1.5] 的 直接 推论 。 兹 用 反 证 法 证 之 如 下 : 设 刀 点 的 
外 角 Z8 小 于 LA， 则 过 B 点 作 直 线 [。， 使 得 它 和 [1 = 二 AC 具有 相等 的 
同位 角 。 由 | 定理 1.5]，f2 和 (li 不 相交 。 但 是 由 假设 LB < LA 二 同位 角 
， 射线 夺 是 夹 在 BA 和 BC 之 间 的 。 所 以 A, C 分 居于 b, 的 两 侧 ， 故 
此 bl; 和 AC 必须 相交 ， 亦 即 和 | 定理 1.5] 相 矛盾 。 这 也 就 证 明了 外 角 LB 
必须 都 大 于 其 二 个 内 对 角 LA, LO。 
【定理 1.7】: (A.A.S.) 若 和 人 ABC 和信 A'B'C' 满 足 AB= AB' 人 LB= LB 
和 ZLC=AnC， 则 A4BCSA4 BC 。 


证 明 : 车 两 者 还 有 BO = B'C'， 则 两 者 其 实 已 经 满足 S.A.S.。 假 若 
不 然 ， 可 设 BC<BO'。 在 BO 上 取 C* 点 使 得 BO* 一 BC， 则 有 


AABCSAAB'C* (S.A.S.) 


所 以 L4HC*B'= LC = LCO'， 亦 即 八 A4'C*CO' 的 外 角 等 于 其 中 一 个 内 对 角 

， 这 是 和 | 定理 1.6] (或 者 [定理 1.5|) 相 了 矛盾 的 。 所 以 BC 和 BC' 必须 
等 长 ， 亦 即 人 ABOC 守信 A'B'O'。 

C C/ 

Cr 


B A’ B!' 
[ 图 1-10] 
[ 注 ] : 上 述 的 证 明 中 没有 用 到 平 直 性 。 若 有 平 直 性 ， 即 三 角形 内 角 和 恒 
为 平角 ， 则 A.A.S. 是 A.S.A. 的 直接 推论 。 
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【定理 1.8】 :大 边 对 大 角 ， 大 角 对 大 边 。 


证 明 : 先 证 大 边 对 大 角 。 设 人 ABO 的 边 长 中 AC > BO， 我 们 要 证 
明 人 ABC > LBAC 。 
@ 


2 


< 
A B 
| 图 1-11 | 
证 明 : 如 | 图 1-11] 所 示 ， 在 4C 上 取 DD 点 使 得 DOC 二 BC， 则 有 等 
腰 三 角形 ABCD 的 两 底 角 LT =AL6， 而 L6 是 人 4PBD 的 万 点 外 角 ， 
所 以 即 有 
LABC > LT = L6 > LBAC 
[大 角 对 大 边 的 证 明 留 作 习题 ] 


【定理 1.9】 :三 角形 的 两 边 之 和 大 于 第 三 边 ， 即 


AB+BC > AC 


证 明 : 如 | 图 1-12] 所 示 ， 在 AB 的 延 线 上 取 万 万 = 了 COC， 则 等 腰 三 
角形 人 BDC 的 两 底 角 相等 ， 所 以 在 人 ADC 中 LACD > LT = 人 ADC 
， 即 有 
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【定理 1.10】 :在 平面 工 上 给 定 两 个 相 央 点 A, BP， 其 等 距 的 点 所 成 的 
子 集 
S= {Xel, AX= BX} 


乃 是 4 万 的 重 直 平分 线 。 

证 明 : 令 MM 为 AB 的 中 点 ，XI 为 S 中 任 给 一 点 ， 则 有 A 4 
等 腰 ， 所 以 XM AB。 反 之 ， 若 Xo 是 4 万 中 重 线 上 任 给 一 点 ， 则 
人 XMA 圣人 XMB (S.A.S.)， 所 以 于 A 二 对 B， 亦 即 XES。 


Xl 


XX2 


[图 1-13] 
【基本 作 图 题 1.4】 : 过 直线 ZL 上 一 点 M， 作 其 重 直 线 。 


[作法 ] 在 4 上 M 点 的 两 侧 各 取 A, B 使 得 M 是 AB 的 中 点 ， 再 用 圆规 
作 两 个 分 别 以 A, B 为 圆心 ， 以 相同 但 是 大 于 AINT 为 半径 的 圆 。 则 两 国 
会 交 于 Xi, Xs 两 点 ， 而 XiXs 即 为 所 求 作者 。 [证 明 留 作 习 题 ] 


[ 图 1-14 


【基本 作 图 题 15】: 设 己 是 直线 2 之 外 一 点 ， 作 过 三 点 而 有 全 和 2 重 
直 的 直线 。 
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[作法 | 在 平面 上 取 一 点 QQ， 使 得 P, @ 分 居 《 线 的 两 侧 ， 如 [图 1-15] 所 
示 。 以 PQ 为 半径 ， 先 以 书 点 为 圆心 作 Ti ， 与 上 2 交 于 A,B 两 点 。 然 
后 分 别 以 A, B 为 圆心 作 T,,T3， 得 TTs 的 两 交点 P, P。 则 PP’ 
被 0 所 重 直 平分 。|[ 证 明 留 作 习 题 ] 


> 了 
Ty Ts 
ee 2 尼 
人 
xP 
[ 图 1-15 ] 


【定义 】: 对 于 平面 上 一 条 给 定 直 线 [6， 线 外 两 点 P, P' 若 满 足 PP’ 被 
0 重 直 平分 ， 则 称 已 P' 对 于 4 成 反射 对 称 。 
[上 述 作 图 题 说 明 如 何 去 由 PP 作出 P'。] 


【定义 】 :平面 对 于 给 定 直 线 《的 反射 对 称 iy 是 平面 到 自身 的 一 个 映 
射 。 它 把 线 上 的 点 映射 到 自己 ， 线 外 的 点 映射 到 其 反射 对 称 点 已 ， 即 


若 Petl?， 则 (PP)=P: 
若 dl， 则 Ry(P)= P', PP' 被 《 重 直 平分 。 


【定理 1.11】 :ty 是 平面 上 的 一 个 保 长 变换 ， 即 : 
Ri PRA(Q) = PO 
对 于 平面 上 任 给 两 点 P,Q 恬 成 立 。 
证 明 :在 此 ， 将 采用 简约 符号 已 表示 Re(P)。 


(车 PQel 则 P= 了 P,Q =Q， 即 PW 和 PQ 是 同一 直线 段 。 


(让) 若 Peft,Q4gb， 则 人 PQQ' 的 底 边 QQ 被 《所 重 直 平分 ， 即 有 
APQOM ES APQO'M°。 所 以 PO'= PO = PO。 
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(ii) 车 PQ 4 《4， 则 在 [4 上 取 定 一 点 局 。 由 (让 之 所 证 ， 人 PPP' 
和 APQ@Q' 都 是 等 腰 三 角形 ， 因 此 L 乃 是 它们 在 顶 角 的 平分 线 ， 
由 此 可 见 CPPQ = LP'PBQ'。 所 以 APPQ 兰 人 P'PQ' (S.A.S.), 
PO PO 


[ 图 1-16] 
【定理 1.12】: 从 直线 [之 外 一 点 P， 到 线 上 各 点 的 距离 以 重 直 线 所 
给 出 者 为 唯一 极 小 。 


P 


Yo Q 
隐 强 计 
证 明 : 设 PO 和 [《 正 交 于 Qo，Q@ 为 《上 任 给 另外 一 点 ， 则 APQoQ 
在 Qo 点 的 外 角 是 下 。 由 [定理 1.6]， 即 得 LQ < 二 LZQo。 再 由 [定理 
1.8] 即 得 


PO > POo 
[ 注 ] : 在 这 里 没有 用 到 勾 股 定理 ( 勾 股 定理 是 依赖 于 平行 性 的 ) 。 
【定理 1.13】: 设 口 4BCD 为 圆 内 接 四 边 形 ， 亦 即 四 个 顶点 A, B, OO， 
D 共 圆 。 则 有 


LA+ALC=ALB+LD 
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证 明 : 令 O 为 口 4BCD 的 外 接 贺 圆心 ， 则 和 A04B, AOBC, AOCD， 
A 人 ODA 器 为 等 腰 ， 所 以 其 底 角 分 别 相等 。 设 其 有 向 角 为 01, 01, 92, 02， 
03， 03， 04, 04 ” 则 有 


LA+ALC=0 + +0s++0 = LB+LD 


[ 图 1-18 ] 
【定理 1.14】 : 三 角形 的 内 角 和 不 大 于 T。 


证 明 :我 们 将 用 反 证 法 ， 亦 即 设 存在 有 一 个 内 角 和 大 于 区 的 三 角形 
A4BC， 即 有 


LA+ALB+AC=A+i+e, E>0. 
我 们 要 仅仅 用 营 合 公理 ， 连 结 与 分 隔 去 得 出 矛盾 。 设 LA 是 三 个 内 角 中 


的 最 小 者 ，M 是 BO 的 中 点 。 如 [图 119| 所 示 ， 连 结 QT， 延 长 一 
信 而 得 A* : 


C A* 


1 
A B 


[ 图 1-19] 
由 所 作 易 见 和 人 MBA* 全 作 MCA (S.A.S.)， 所 以 八 ABA* 的 三 个 内 角 和 也 
等 于 +e? 而 且 AL1 十 LA* 二 人 LA。 由 此 可 见 A4B4* 中 的 最 小 内 角 至 
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多 只 是 原先 人 ABC 的 最 小 内 角 (LA) 的 一 半 。 如 此 逐步 构造 ， 所 得 
的 三 角形 的 内 角 和 一 直 保 持 是 Xn 二 ce， 而 且 其 最 小 内 角 的 大 小 每 次 至 少 
减 半 。 所 以 只 要 作 足 够 多 次 ， 则 其 最 小 内 角 就 肯定 要 比 s 还 要 小 ! 亦 
即 其 另外 两 个 内 角 之 和 已 经 大 于 xn1 这 显然 是 和 外 角 大 于 内 对 角 (定理 
1.6) 相 了 矛盾 的 。 这 也 是 证 明了 这 种 内 角 和 大 于 平角 的 三 角形 其 实 是 不 
可 能 存在 的 ， 亦 即 任何 三 角形 的 内 角 和 不 大 于 T。 
【定理 1.15】 : 若 存在 一 个 三 角形 其 内 角 和 等 于 T， 则 任何 三 角形 的 内 
角 和 也 必须 等 于 和 。 


证 明 : 设 有 一 个 三 角形 A4BC 其 内 角 和 等 于 xn， 则 由 其 大 角 LC 到 
其 对 边 AB 作 重 线 CD。 


C DD” 


[ 图 1-20] 

即 有 
(LZ1+LA+T)+(L2+LB+T)= LA+LB+LC+r= 2 
A+LA+F < A2+LB+T < (定理 1.14) 


所 以 直角 三 角形 CDA 和 人 CDB 的 内 角 和 也 都 等 于 nr。 用 其 中 之 一 
即 可 得 一 个 四 内 角 医 为 于 的 [矩形]， 如 [图 1-20| 所 示 的 DCDBD*。 
将 这 个 矩形 逐一 堆砌 即 可 得 出 长 和 宽 都 可 以 任意 大 的 和 矩形， 如 [图 1-21] 
所 示 : 
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现在 我 们 要 用 [定理 1.14] 来 证 明 任 何 直角 三 角形 的 内 角 和 都 必然 等 于 T。 
设 人 A1B1C1 是 一 个 任 给 直角 三 角形 ，~C1 = 下， 我 们 可 以 [图 1-21] 所 


作 的 那个 足够 大 的 矩形 构造 人 A'BIO' 之 人 A1B1C1， 使 得 其 直角 边 OT 
和 BiCI 都 包含 在 该 矩形 的 两 个 直角 边 之 内 。 而 由 [图 1 22| 所 示 : 


Fr Eb 
Bi 
C/ A D 
| 图 1-22 | 


ACIDF 的 内 角 和 二 7 
访 人 CIAIP 的 内 角 和 十 人 4IDF 的 内 角 和 二 27 


访 人 CIAIP 的 内 角 和 二 7 (定理 1.14) 
这 人 A41B1C1 的 内 角 和 十 人 A1BIFP 的 内 角 和 = 27 
僵 A4 BC 的 内 角 和 二 7 (定理 1.14) 


这 样 就 证 明了 任何 直角 三 角形 的 内 角 和 沸 等 于 Xn。 而 任何 三 角形 都 可 以 
像 [图 1-20] 那样 分 割 成 两 个 直角 三 角形 ， 所 以 它 的 内 角 和 也 必然 等 于 
元吉 

[ 注 ] : [定理 1.14] 和 [定理 1.15] 证 明了 在 任何 满足 连结 、 分 隔 和 登 合 〈 对 
称 性 ) 的 几何 之 中 ， 三 角形 的 内 角 和 不 是 恒 等 于 区 就 是 恒 小 于 T。 前 
者 是 欧 氏 几何 ， 而 和 后 者 则 是 非 欧 几 何 。 在 和 后 者 的 情形 ， 我 们 还 可 以 证 
明 下 述 角 却 (angle defect) 


Ti— (ZA+ZLB+ LC) 


和 八 ABC 的 面积 成 比例 。 
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1.3 例题 和 习题 
【例题 】 
(1) 光 的 反射 定律 与 极 小 性 : 光 的 反射 定律 是 


「 入 射线 、 反 射线 和 平面 在 反射 点 的 法 线 三 线 共 面 ， 而 
且 两 者 和 法 线 的 夹 角 相等 。] 


上 述 定律 的 几何 意义 万 是 光 反 射 之 途径 是 在 所 有 下 述 通路 
PXT+TXGQ，XEL 


之 中 取 极 小 值 。 如 [图 1-23] 所 示 ， 


[ 图 1-23 ] 


(2) 给 定 A4BC， 如 [图 1-24(i)] 所 示 令 人 为 C 点 外 角 的 分 角 线 。 设 书 
4 上 一 点 ，P 关 CO， 则 恒 有 AP+PB>AC+0B。 


基础 几何 学 


第 一 章 ， 连结、 分 隔 与 对 称 一 -定性 平面 几何 


如 [图 1-24(ii) 所 示 ， 令 B* 为 BB 相 对 于 《的 反射 对 称 点 ， 所 以 即 
有 PB= PB*。 由 此 可 见 ， 
AP+ PB = AP+ PB:* 
> AB* = AC + OCB:* 
= AC+CB 


内 切 圆 作 图 : 对 于 一 个 给 定 的 人 ABC ， 唯 一 存在 一 个 和 其 三 边 相 
切 的 圆 ， 称 之 为 人 ABC 的 内 切 贺 (如 [图 1-25] 所 示 ) 。 其 作 图 
法 如 下 : 

用 [基本 作 图 1.1]， 分 别 作 ZA 和 LB 的 角 平 分 线 。 则 两 线 的 交点 
0O' 乃 是 具有 和 三 边 等 距 的 唯一 之 点 ， 所 以 它 就 是 所 求 作 的 内 心 
(内 切 圆 圆心 ) 。 


Am 
CD 
Se 


[ 图 1-25 ] 
(4) 设 A4BC 和 A4BC 具有 相同 的 外 接 圆 ， 则 


LABC +LACB—- LBAC= /ALANBC+ALACB- LBA'C 
证 明 : 如 [图 1-26| 所 示 ，A 人 OBC, AOC4, 人 OAB 浓 为 等 腰 ， 所 
以 其 底 角 各 别 相 等 3 即 [图 1-26| 所 示 之 01, 0», 03 区 再 者 2 
201 


由 此 可 见 ， 上 式 之 角度 只 和 BC 的 大 小 有 关 ， 而 和 ACO, AB 的 大 
小 无 关 。 


基础 几何 学 


1.3， 例题 和 习题 17 


[注意 : 上 式 中 的 1, bb 乃 是 有 向 角 。 如 在 A' 的 情形 ，0M 是 负 
向 角 。] 


【 习题 】 


(1) 镜子 成 象 的 几何 原理 : 令 已 是 已 对 于 《的 反射 对 称 点 。 试 证 起 
始 于 尸 点 的 反射 线 的 延长 线 共 交 于 已 点 (如 [图 1-27] 所 示 ) 。 


地 -汪汪 
~ 一 
1 i 
2 
a 
v 


[ 图 1-27] 


(2) 试 证 明 在 [定理 1.10] 中 的 [大 角 对 大 边 」 部 分 。 

(3) 试 证 明 在 [基本 作 图 题 1.4] 中 的 XIXs 乃 是 过 《上 M 点 的 重 线 。 
(4) 试 证 明 在 [基本 作 图 题 1.5] 中 的 PP' 乃 是 重 直 于 《的 直线 。 

(5) 设 直线 《 和 圆 耻 仅 交 于 一 点 P， 试 证 OP 1 人 。 


(6) 过 圆 下 上 一 点 书 作 其 切线 2。 
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(7) 设 四 边 形 口 4BCD 的 两 对 对 边 各 别 等 长 ， 试 证 : 


Qi) 其 对 角 线 互相 平分 ; 
(ii) 其 两 对 对 角 各 别 相等 。 


(8) 设 四 边 形 口 4BCD 的 两 对 角 线 互相 平分 ， 试 证 : 


(i) 其 两 对 对 边 各 别 等 长 ; 
(ii) 其 两 对 对 角 各 别 相 等 。 


(9) 设 A4BC 的 LC 分 角 线 等 分 对 边 AB， 试 证 4C = BC。 [延长 
OM 到 CD=20CM (如 [图 1-28] 所 示 ) ， 则 可 运用 习题 (8) 之 结 
采 。| 

C 
A J 2B 
D 
[ 图 1-28 ] 


(10) 给 定 人 ABC， 如 [图 1-29| 所 示 令 4 为 CC 的 分 角 线 ，P' 是 4 上 一 
点 ，P' 关 CC， 试 证 明 AP'-PB<AC-0CB。 
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平行 性 与 定量 平面 几何 基础 理论 


一 般 来 说 ， 我 们 对 于 事物 的 研究 ， 2 性 的 探讨 ， 然 后 
再 进而 作 定 量 的 分 析 。 这 是 一 种 由 表 及 里 、 和 逐步 深入 、 精 益 求 精 的 自 
然 进展 ， ed 种 自然 的 顺理成章 的 

途径 。 由 上 一 章 的 讨论 中 可 以 看 到 ， 在 定性 地 探讨 几何 中 的 [等 」 与 
[不 等 ] 时 ， 我 们 可 以 完全 不 用 平行 性 ; 但 是 在 定量 的 平面 几何 中 ， 
我 们 要 对 于 不 等 长 的 两 个 线段 ， 不 同 大 小 的 两 个 角 区 或 不 同 大 小 的 两 
个 区 域 ， 赋 以 两 者 之 间 定 量 的 比值 去 度量 (measure) 两 者 之 间 的 差别 。 
在 这 个 时 候 ， 平 行 性 扮演 著 一 个 举足轻重 的 [要 角 」] ， 其 作用 是 大 大 
简化 了 定量 几何 的 基础 理论 和 基本 公式 。 换 名 话说 ， 在 定量 几何 中 ， 
三 角形 内 角 和 是 恒 等 于 平角 还 是 恒 小 于 平角 这 两 种 几何 开始 有 了 重大 
的 差别 。 前 者 的 基本 公式 要 比 和 后 者 的 基本 公式 简单 得 多 ! 在 前 者 有 简 
朴 易 用 的 基本 定理 如 矩形 面积 公式 、 义 股 定 理 和 相似 三 角形 定理 ;而 
在 和 后 者 所 相应 者 ， 不 是 根本 没有 ， 就 是 要 复杂 得 多 。 


在 本 章 中 ， 我 们 将 会 简明 扼要 地 讨论 平行 性 如 何 反 映 在 平面 几何 的 
基本 定理 之 上 。 再 者 ， 我 们 还 会 比较 分 析 一 下 古代 中 国 和 十 希腊 对 于 
定量 平面 几何 的 治学 方法 。 


2.1 平行 性 和 三 角形 内 角 和 


在 欧 几 里 德 (Euclid) 的 原著 《几何 原本 》 (“Elements”) 中 ， 平 面 
的 平行 性 是 用 下 述 第 五 公设 (fifth postulate)， 也 就 是 我 们 通常 称 之 为 
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平行 公理 (parallel axiom) 者 ， 来 加 以 刻 划 的 : 


【 第 五 公设 】 : 设 lb 如 和 1 是 平面 上 三 条 相 异 直线 ， 若 2 和 如 42 相 
交 的 同 傍 内 角 (如 [图 2-1] 所 示 之 LZ1 和 ZL1) 之 和 小 于 平角 ， 则 《1, 色 
必定 在 LZ1 和 ZL1 的 同 侧 相 交 。 


l a 
[ 图 2_1 ] 


Ll 十 ZL1 < 平角 全 (1, bs。 相交 于 LA 之 同 便 


另 一 方面 ， 在 上 一 章 中 我 们 只 需 用 到 S.A.S. 和 两 点 定 唯 一 直线 」 就 
可 以 证 明 下 述 [ 定 理 1.5] : 


【定理 1.5】: 若 LA1=~2， 则 如, 和 不 相交 。 
Bp/2 2 


i 
人 
A 


pb 
[图 1-8'] 


fi 


由 此 可 见 ， 上 述 的 第 五 公设 也 就 是 以 [公设 」 的 方式 宣称 ZL1 十 L1' = 
是 41, bz 不 相交 的 唯一 可 能 性 。 换 句 话说 ， 在 平面 上 过 直线 fl 外 的 一 个 
给 定点 P， 而 且 和 b1 不 相交 的 直线 [2 的 存在 性 乃 是 已 证 的 [定理 1.5]， 而 
其 唯一 性 则 就 是 上 述 第 五 公设 ， 亦 即 是 使 得 同 傍 内 角 之 和 L1 二 L1' = 
的 那 一 条 2 乃 是 唯一 和 C1 不 相交 者 。 用 这 个 唯一 性 之 所 设 ， 就 不 难 推 
导 平 直 性 : 三 角形 内 角 和 恒 为 一 平角 (其 证 明 留 作 习题 ) 。 其 实 ， 反 
之 亦 可 用 平 直 性 来 证 明 上 述 第 五 公设 ， 其 证 法 如 下 : 
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| 图 2-2 ] 
证 明 : 如 [图 2.2] 所 示 ，& 是 使 得 同位 角 L2' = L1 者 ， 由 所 设 
a ey 
之 点 列 ， 满 足 


BP = BD, Pbh=Bh, ..., BPbrn= Bb, 


亦 即 
A 人 BE 


都 是 等 腰 三 角形 。 由 平 直 性 和 等 腰 三 角形 的 底 角 相等 ， 即 有 VW 入 二 BP 
之 间 的 夹 角 逐次 减 半 。 所 以 在 nn 足够 大 时 ， 其 值 小 于 5 二 A2 一 人 1>0 


， 亦 即 当 
LAPB 


6 
时 ，lr 业已 夹 在 ls 和 久之 间 。 但 是 由 所 作 和 [1 相交 于 已 ， 所 以 
bz 必然 和 [1 相交 于 线段 AP, 之 内 。 
[注意 ， 上 述 证 明之 中 ， 三 角形 内 角 和 恒 等 于 一 个 平角 扮演 著 必 不 可 缺 
的 角色 ! 所 以 上 述 论证 只 是 证 明了 第 五 公设 和 平 直 性 的 逻辑 等 价 性 。] 
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在 上 一 章 对 于 对 称 性 的 讨论 中 ， 得 知 等 腰 三 角形 就 是 那些 具有 轴 对 
称 性 的 三 角形 。 而 具有 两 对 对 边 各 别 等 长 的 四 边 形 则 是 那些 具有 心 对 
称 的 四 边 形 (参看 上 一 章 习题 ) 。 它 的 对 称 中 心 就 是 其 两 条 互相 平分 
的 对 角 线 的 交点 ， 而 且 它 的 两 对 对 角 也 各 别 相等 。 证 明 要 点 在 于 每 一 
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条 对 角 线 把 该 四 边 形 切 为 两 个 全 等 的 三 角形 (S.S.5.)， 而 两 条 对 角 线 则 
把 它 切 为 两 对 互相 全 等 的 三 角形 (A.S.A.)。 


A D 


B 人 
[图 2-3] 


上 述 的 论证 只 用 到 三 合 条 件 ， 毋 须 平 行 性 的 帮助 的 。 假 如 我 们 把 平行 
性 再 用 上 去 分 析 上 述 四 边 形 的 几何 结构 时 ， 则 由 对 角 相 等 


po Os 


和 四 内 角 和 等 于 27 合 起 来 就 得 


LA+ALB= LA+ALD= LC+ALB= LAC+ALD=R 


亦 即 其 对 边 互相 平行 : 
AB//DC, AD//BC 


所 以 把 这 种 四 边 形 叫做 平行 四 边 形 (parallelogram)。 我 们 把 平行 四 边 形 
的 各 种 特征 性 质 总 结 如 下 ， 和 气 述 为 本 章 的 | 定理 2.1|。 它 是 研讨 平行 性 
在 几何 学 中 各 种 各 样 的 反映 的 主要 工具 。|[ 它 在 平行 性 的 研讨 上 所 扮演 
的 角色 一 如 等 腰 三 角形 在 对 称 的 研讨 上 所 扮演 的 角色 一 一 都 是 到 处 有 用 
和 好 用 的 基本 工具 。] 


【定理 2.1】 :下列 各 特性 恬 为 平行 四 边 形 的 特 微 性质 。 
(i) 两 对 对 边 互相 平行 (定义 ) 。 

(ii) 两 对 对 边 各 别 等 长 。 

(ii) 两 对 对 角 各 别 等 角 。 

(iv) 两 条 对 角 线 互相 平分 。 

(v) 有 一 对 对 边 平行 而 且 等 长 。 
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[上 述 五 点 的 逻辑 等 价 性 大 部 分 已 经 证 过 ， 而 且 证 明 的 要 点 也 在 上 面 说 
明 了 ， 所 以 其 逐 一 验证 则 ] 留 作 习题 。] 


【定义 】 : 四 个 内 角 淖 相等 ( 亦 即 都 是 直角 ) 的 四 边 形 叫 做 矩形 
(rectangle)， 亦 称 为 长 方形 。 


【定义 】: 四 个 边 长 蛋 相 等 的 四 边 形 叫 做 萎 形 。 
矩形 的 面积 公式 : 


| 短 形 的 面积 等 于 长 乘 帘 」]， 这 是 一 个 自古 以 来 就 在 中 外 古今 所 元 
知 和 惯用 的 公式 。 在 中 国 的 十 算 中 ， 把 它 当 做 显然 成 立 者 」， 并 用 
来 作为 推导 其 他 定量 几何 的 公式 的 起 点 和 基点 ( 详 见 下 一 节 ) 。 但 是 
古 希 腊 的 几何 学 则 进一步 去 追究 这 个 看 来 相当 明显 的 面积 公式 的 真正 
涵 意 何在 ， 并 设法 论证 之 。 长 话 短 说 ， 让 我 们 在 此 简明 扼要 地 回顾 一 
下 十 希腊 当年 在 定量 几何 基础 论 上 的 探索 历程 : 


几何 学 是 十 希腊 文明 最 辉煌 的 成 就 ， 它 是 以 十 埃及 和 十 巴比伦 文明 
的 几何 知识 为 基础 ， 集 希腊 的 精英 ， 历 经 好 几 世 纪 世 代 相 承 、 精 益 求 
精 的 研究 创造 而 成 者 ， 乃 是 人 类 文明 中 第 一 个 趋 于 成 熟 的 科学 。 十 硕 
腊 的 学 者 把 几何 学 的 研讨 作为 理解 宇宙 的 基础 学 科 ， 所 以 治学 十 分 严 
谨 ， 高 度 注重 其 基本 概念 的 明确 性 和 推理 论证 上 的 严格 性 。 它 不 但 是 
其 他 自然 科学 的 基础 所 在 ， 而 且 也 是 整个 自然 科学 在 思想 上 、 方 法 论 

上 治学 的 典范 。 十 希腊 几何 学 的 进程 是 先 研究 定性 平面 几何 ， 其 研讨 
主题 是 全 等 形 和 平行 性 ， 然 后 再 进而 研讨 定量 平面 几何 ， 而 且 一 开始 
他 们 就 认识 到 直线 段 长 度 的 度量 (measurement of length) 乃 是 定量 几何 
研讨 的 起 点 和 基础 所 在 。 通 常 的 做 法 是 先 取 定 (或 约定 ) 一 个 单位 长 
(unit of length)， 它 可 以 是 公 尺 、 市 尺 、 英 尺 ， 或 光 在 真空 走 一 秒 的 长 
度 『[ 光 秒 ]， 也 可 以 是 [| 光 年 ] ， 然 后 把 一 个 给 全 定 直线 段 的 长 度 定义 
为 它 和 单位 长 之 间 的 [比值 」 (ratio)。 由 此 可 见 ， 长 度 度 量 这 个 基本 概 
念 的 关键 在 于 上 述 「 比值 」 的 明确 定义 。 


给 定 线段 a 恰好 可 以 等 分 成 m 段 和 单位 长 等 长 者 首尾 相 接 而 
成 ， 人 ja 和 久之 间 的 比值 当然 就 是 ms， 而 称 这 样 的 直线 段 a 的 长 度 是 
m 单位 。 反 之， 车 单位 长 u 恰好 可 以 等 分 成 nn 段 和 a 等 长 者 首尾 相 接 
而 成 ， 则 a 和 久之 间 的 比值 应 该 等 于 上 上。 再 者 ， 若 a 恰好 可 以 等 分 成 
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m 段 和 Lu 等 长 者 连接 而 成 ， 则 qa 和 ww 之 间 的 比值 应 该 定义 为 分 数 于 
， 称 a 的 长 度 是 名 时 单位， 以 4 二 时 u 表达 之 


大 约 在 纪元 之 前 五 世纪 前 后， 古 希 腊 的 几何 学 学 界 (例如 毕 氏 及 其 
门人 ) 关于 长 度 度 量 提 出 下 述 概念 及 论断 : 


【 可 公 度 性 】(Commensurability) : 对 于 两 个 直线 段 a, 0b 若 存在 一 个 公 
尺度 (common yardstick) c 恰 能 同时 整 量 a,5， 亦 即 ob 都 是 c 的 整数 
们 时 :a 二 mcb= 二 nc， 则 称 a, 5 为 可 公 度 (commensurable);， 而 a,b 
的 长 度 比 值 就 定义 为 分 数 下。 另外 一 个 等 价 的 说 法 就 是 : 若 存 在 适当 
的 整数 m,n 使 得 n. iE b 恰好 等 长 ， 则 称 a, 5 为 可 公 度 ， 而 这 样 
的 4, 了 长度 的 比值 就 定义 为 严 。 


然后 他 们 主观 地 论断 : 任何 两 个 直线 段 总 是 可 公 度 的 ， 亦 即 可 公 度 
性 是 普遍 成 立 的 (universal validity of commensurability)。 并 且 以 此 作为 
他 们 当年 所 致力 构筑 的 定量 几何 基础 论 的 [头号 公理 」(Principle Axiom) 
， 亦 即 以 | 可 公 度 性 的 普遍 成 立 」 为 依据 、 为 基石 (foundation)， 给 定 
量 几何 中 的 基本 定理 如 答 形 面积 公式 、 毕 氏 定 理 、 相 似 三 角 定 理 给 出 
其 证 明 。 大 致 上 ， 下 面 所 述 就 是 他 们 当年 对 于 短 形 面积 公式 的 证 明 。 


设 和 矩形 的 长 和 宽 分 别 是 6 和 ww， 而 以 则 是 取 定 的 单位 长 度 。 由 可 公 
度 性 普遍 成 立 的 [公设 」 即 分 别 有 {6,u} 和 {w,u} c,C， 使 得 
它们 分 别 是 c, c 的 整数 倍 ， 亦 即 


一 D.c，v=d 
[图 2-4 所 示 ， 口 (《,w) 和 口 (w,w) 分 别 可 以 用 平行 割 成 m.p 和 
.4 个 口 (cc)。 
C 


a 


基础 几何 学 


292.9， 平行 性 、 平 行 四 边 形 和 面积 公式 25 


由 此 可 见 
(£,w) = (mp) (cc ) 
(u,u) = (29) (cc ) 
所 以 
站 全 放任 
(00) :Dw = = 
= (£:u):(w:u) 


这 也 就 是 矩形 的 面积 等 于 长 乘 宽 的 真正 涵 意 。 


总 之 ， 他 们 当年 基于 『「 可 公 度 性 普遍 成 立 」 这 个 [公设 1 ， 对 于 定 
量 平面 几何 的 重要 公式 如 毕 民 定理 、 相 似 三 角形 边 长 比例 式 等 等 ， 都 
给 以 严格 的 证 明 ， 建 立 起 洋洋 大 观 的 定量 平面 几何 基础 论 。 其 中 毕 氏 
学 派 的 贡献 良 多 ， 引 以 自豪 。 


ee 


明 已 经 完整 无 缺 地 证 明了 短 形 面积 公式 。 但 是 在 毕 反 本 人 百年 之 后 不 
久 ， 其 门徒 Hippasus 却 有 一 ee oo 
的 对 角 线 长 和 其 边 长 用 是 不 可 公 度 的 ! 因此 当年 用 来 建立 定量 几何 基 


We ee 
后 他 也 证 明了 正方 形 的 对 角 线 长 和 边 长 也 是 不 可 公 度 的 ) 。 由 此 可 见 
， 上 述 证 明 只 是 证 明了 上 短 形 两 个 边 长 a,b 都 是 和 单位 长 4 可 公 度 时 这 
种 特殊 情形 的 矩形 面积 公式 ， 在 一 般 不 可 公 度 的 情形 还 得 加 以 补 证 ! 


另 一 点 值得 在 此 一 提 的 是 上 述 证 明 中 很 关键 地 用 了 平行 分 割 ， 所 以 
和 矩形 面积 公式 和 平行 性 是 必然 相关 的 。 当 然 在 三 角形 内 角 和 恒 小 于 平 
角 的 几何 中 ， 任 何 四 边 形 的 四 个 内 角 和 量 小 于 2r， 所 以 根本 没有 四 个 
内 角 均 为 直角 的 四 边 形 。 但 是 「 和 天 形 」 在 那 种 几何 中 其 实 还 是 有 自然 
的 [推广 」 者 ， 那 就 是 两 对 对 边 各 别 等 长 而 且 其 两 条 对 角 线 也 等 长 的 
那 种 四 边 形 ， 它 的 面积 是 其 两 个 边 长 的 函数 ， 可 是 其 公式 要 比 a.0 复 
杂 得 多 ! 


在 讨论 十 希腊 的 几何 学 家 如 何 克 服 上 述 不 可 公 度 性 的 问题 之 前 ， 我 
们 先 来 看 看 定量 平面 几何 学 在 中 国 十 代 是 如 何 建立 和 处 理 的 。 
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2.3 ”中国 古代 的 定量 几何 


大 概 远 在 战国 时 代 ， 定 量 几何 知识 万 是 以 一 宕 简朴 实用 的 测量 公式 
在 工 东 和 水 利 1 工程 师 」 之 间 流 传 ， 如 公 输 般 、 晕 子 、 西 门 狗 、 -0 
李 二 外 等 等 很 可 能 就 是 中 国 古 文明 中 几何 知识 的 创建 者 和 继承 者 。 在 
中 国 古 莫 中 ， 一 个 直角 三 角形 的 两 个 直角 边 分 别 叫做 上 义 上 和 上 
， 而 斜 边 则 叫做 「 弦 ] 


弦 


股 
[图 2-5 ] 
中 国 十 代 几 何 的 独到 灼 见 是 善 用 面积 ， 以 矩形 面积 等 于 长 乘 宽 为 基础 ， 
推导 直角 三 角形 的 面积 等 于 底 乘 高 之 半 ， 然 后 再 用 下 述 图 解 简洁 利落 地 
证 明了 名 股 纺 公 式 (或 称 作 句 股 定理 ) 和 相似 直角 三 角形 的 比例 式 。 


[图 2-6] 


UP ee ntl te ets he 
示 的 两 种 分 割 : 前 者 把 它 分 割 成 一 个 以 Cc 为 边 长 的 正方 形 和 4 个 以 a,b 
te 角形 ; 而 后 者 则 它 分 割 成 两 个 以 ,0 为 边 长 的 矩形 
和 两 个 分 别 以 qa,b 为 边 长 的 正方 形 。 用 以 上 述 两 种 分 割 法 去 计算 其 总 
面积 ， 即 得 下 述 等 式 


+4.30b = + 人 二 2ab 
过? 十 如 二 C2 ( 亦 即 名 方 加 股 方 等 于 弦 方 ) 
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出 入 相 补 原理 : 
在 中 国 的 古 算 测 量 术 中 ， 其 所 用 的 基本 工具 就 是 上 述 匀 股 弦 公式 和 
下 述 出 入 相 补 原理 。 

如 [图 2-7| 所 示 ， 在 一 个 给 定 的 矩形 的 对 角 线 上 任 取 一 点 0'， 再 过 
C' 点 作 平 行 于 两 边 的 直线 段 (在 实际 测量 中 的 水 平 线 和 重 线 ) ， 则 有 : 
AABC i AADOC, AAB'C' SS AAFO', ACIGC 兰 ACIEC 
D 五 © 


hi+h 


b+b 
| 图 2-7 | 


所 以 [图 2-7| 所 示 的 两 个 矩形 面积 相等 ， 亦 即 


> b.:h=0BBGC'=AABC- AAB'C'— AC'GC 
=AADC— AAFO'— AC'EC = OFCED=0.h 
2_h bt hitn 
b' ph 久 包 

亦 即 AB: AB’= BC :BC 
亦 即 相似 直角 三 角形 A4BC 和 八 AB'C' 的 对 应 直角 边 边 长 比例 式 。 由 
它 再 加 上 句 股 弦 公 式 ， 就 可 以 推导 AC : AC' 也 等 于 上 述 比 值 。 再 者 ， 
两 个 一 般 的 相似 三 角形 总 可 以 用 重 线 分 割 成 两 对 相似 的 直角 三 角形 ， 
所 以 一 般 的 相似 三 角形 定理 又 可 以 直截了当 地 归于 相似 直角 三 角形 的 
对 应 边 比 例 式 去 推导 。 

若 用 现代 定量 平面 几何 的 知识 来 分 析 ， 上 述 矩形 和 直角 三 角形 的 面 
积 公式 ， 以 及 名 股 缠 和 出 入 相 补 比例 式 其 实业 已 构成 一 组 完备 的 定量 
平面 几何 基础 。 它 不 但 简明 扼要 ， 而 且 用 面积 公式 直截了当 地 一 以 贯 
之 。 这 种 处 理 方式 易学 好 用 ， 至 今 依 然 是 定量 平面 几何 入 门 的 捷径 。 
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再 者 ， 上 述 讨 论 也 启示 我 们 相似 三 角形 定理 本 身 应 该 也 可 以 用 中 国 

古 法 ， 以 简 简 单单 的 面积 计算 来 加 以 证 明 : 
设 人 ABC 和 八 A'B'C" 的 三 个 对 应 角 相 等 ， 则 有 


【相似 三 角形 定理 】 
对 应 边 边 长 成 比例 ， 即 


其 三 个 
B_B_ A (_,) 
AB BO AO 
证 一 :如 [图 2-8] 所 示 ， 我 们 不 妨 设 4 = 4, BO/BO。 
基 宇 这 


[图 2-8] 
效法 中 国 吉 法 ， 我 们 用 两 种 办 法 去 计算 梯形 上 BCC'B' 的 面积 


人 至 
公 BCCB = AABC ~ AAB'C' = 5ah— sah 

1 
ABCC'B' = ABCO' + ABO'B' = 3(h— Kk)(a + a) 


由 两 式 相 减 ， 即 得 


A4BC jah /a\/hnY_/aY 
A4BC' ja Wj) \a 


同 理 可 得 A4BC : 人 4A'B'C' 也 等 于 (区? 和 ( 
AABO fay /OY LEY 
A4BC \oa) NA Ne 


而 两 个 正 数 的 平方 相等 时 ， 其 本 身 也 相等 ， 所 以 
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证 二 : 如 [图 2-9] 所 示 ， 人 BCB' 和 人 CC'B' 是 同 底 等 高 的 ， 所 以 它 
们 的 面积 相等 。 因 此 人 BO'A 和 人 CAB' 的 面积 也 相等 。 再 者 人 ABC 
和 人 ABC' 是 同 高 的 ， 所 以 


A4BC:A4BC' = AC : AGO’ 


A=A 


[ 图 2-91] 


同 理 亦 有 A4BC : 八 4B'C 一 AB : 47。 因为 A4BC' 和 八 AB'C 等 面 
积 ， 所 以 
AC: AC’= AB : AB’ 


这 也 就 是 我 们 所 要 证 的 相似 比例 式 。 


2.4 不 可 公 度 性 的 发 现 与 克服 一 一 Hippasus 和 
Eudoxus 对 于 人 类 理性 文明 的 重大 贡献 


话说 当年 ， 毕 氏 的 门徒 Hippasus 对 于 当年 定量 几何 学 的 头号 公设 ， 
亦 即 | 直线 段 之 间 可 公 度 性 普遍 成 立 」 还 一 直 在 多 而 不 含 地 钻研 。 在 当 
年 ， 至 少 他 已 认识 到 下 述 两 个 给 定 的 可 公 度 线段 a,b 的 最 长 公 尺 度 的 
几何 求法 : 
【 驾 转 丈量 法 】: 设 CC<0， 我 们 用 aw 为 尺 去 丈量 0。 若 恰 能 整 量 ， 即 
b 二 ma， 则 显然 a 本 身 就 是 {fa 寻 的 最 长 公 尺 度 。 不 然 ，0= Taa 十 7 
ri1 达 a°。 再 用 7 为 尺 克 量 go。 若 恰 能 整 量 ， 则 ri 即 为 {a,b} 的 最 长 公 
尺度 。 不 然 ，a 二 no71 十 "T°。 再 用 75 为 尺 克 量 71， 如 此 加 转 丈量 ， 一 直 
到 Th 惟 能 整 量 Fpl 为 止 。 见 ] Th 即 为 所 求 的 最 长 公 尺 度 8 
【历史 的 注 记 】 :在 {a,b} 可 公 度 的 情形 ， 即 有 a=mc,b 二 nc。 相 应 
于 {w 寻 的 驾 转 丈量 ， 即 有 {m,n} 的 驾 转 相 除 求 最 大 公 因 数 的 算法 ， 而 
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在 Th 二 dcC 式 当中 ，d 就 是 m,n 的 最 大 公 因 数 。 因 为 这 种 加 转 相 除 算 
法 写 在 欧 几 里 得 的 “lements” 中 ， 所 以 通常 称 之 为 欧 氏 算法 (Euclidean 
Algorithm)。 但 是 在 古 希 腊 极 可 能 是 先 有 和 轧 转 丈量 求 最 长 公 尺 度 ， 因 为 
这 是 当年 学 者 们 钻研 的 定量 几何 基本 问题 。 总 之 由 其 一 自然 也 就 可 直 
接 对 应 而 有 其 另 一 。 所 以 欧 反 算法 显然 在 欧 氏 的 “Elements” 之 前 二 百 
年 即 已 为 Hippasus 所 知 和 上 所用。 

话说 当年 ，Hippasus 在 沙盘 上 用 芦苇 杆 画 了 一 个 大 致 如 [图 2-10] 所 
示 的 正 五 边 形 ， 然 后 开始 用 当时 业已 熟知 的 等 腰 三 角形 定理 和 三 角形 
内 角 和 定理 来 作 下 述 分 析 ， 即 (i) 三 角形 内 角 和 恒 等 于 x (平角 ) ;和 
(ii) 等 腰 三 角形 的 两 底 角 相等 ， 反 之 ， 两 底 角 相等 的 三 角形 必 为 等 腰 。 


C1 
-7T1 
Cs 
> T]1 . 72 


有 


[ 图 2-10 ] 


五 边 形 的 内 角 和 恒 等 于 3r， 所 以 上 述 正 五 边 形 中 A1B1BsC201 的 每 个 
内 角 都 等 于 于。 由 此 可 见 等 腰 三 角形 人 Bi1B20， 和 八 BsC201 的 两 底 角 
篆 为 3。 令 对 角 线 BIC2 和 BoC1 的 交点 为 43， 则 有 ACi42C2 的 两 底 
角 右 为 和 华 ， 而 A42BaC2 的 两 底 角 医 为 和 ， 所 以 它们 都 是 等 腰 的 。 


5 

上 述 看 来 不 起 眼 的 几何 分 析 却 使 得 Hippasus 大 为 震惊 ! 为 什么 呢 ? 
若 以 上 述 五 边 形 的 边 长 a 去 丈量 其 对 角 线 长 0， 则 其 余 段 ri 就 是 等 腰 
俯 42B2C2 的 等 边 边 长 。 若 将 C1C2 延长 一 段 CoC3 = 二 71，BiB2 延长 一 
段 BBs 二 71， 则 易 证 OA2BoB3C3C2 又 是 一 个 正 五 边 形 ， 而 它 的 边 长 
是 71， 对 角 线 长 则 是 w。 


因此 当 我 们 再 用 ri 去 丈量 a 时， 在 本 质 上 又 是 用 一 个 正 五 边 形 的 边 
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长 去 丈量 其 对 角 线 长 。 同 理 ， 所 得 的 从 段 rm 又 是 一 个 更 小 一 号 的 正 五 
边 形 的 边 长 而 其 对 角 线 长 则 为 r1。 如 此 胃 转 丈量 ， 每 一 次 所 做 者 在 本 质 
上 总 是 用 一 个 正 五 边 形 的 边 长 去 丈量 其 对 角 线 长 ， 只 是 那个 正 五 边 形 逐 
次 缩小 吧 了 。 这样 就 理论 上 证 明了 {a,b} 的 驾 转 丈量 必然 是 永 无 止 休 的 
! 因此 {a,5b} 必然 是 不 可 公 度 的 (non-commensurable) ! 此 事 看 能 叫 他 不 
吃惊 8 这 个 惊人 的 发 现 事实 胜 于 雄辩 地 证 明了 当年 定量 几何 基础 论 的 头 
号 基石 一 -| 可 公 度 性 的 普遍 成 立 」 其 实 根 本 是 一 个 错误 的 [公设 」 ! 


Hippasus 接著 还 用 下 述 图 解 证 明正 方形 的 边 长 和 对 角 线 长 { ,0 之 
间 的 统 转 丈量 也 是 永 无 止 体 的 ， 所 以 包 是 不 可 公 度 的 。 


六 1 六 1 


[图 2-11 ] 
由 [图 2-11] 可 以 看 出 {a',0'} 的 驾 转 丈量 所 得 的 逐步 算式 是 


b=a trl 

a’ 一 271 十 72 

71 二 272 十 73 
往 和 后 的 表 式 总 是 一 样 的 
TE-1 = 2Tk + Th+1 


所 以 是 永 无 止 休 的 。[ 细 节 的 证 明 留 作 习 题 ] 


【历史 的 注 记 】: Hippasus 的 伟大 发 现 ， 是 人 类 理性 文明 的 重要 里 程 
碑 ， 有 如 发 现 了 一 个 理念 上 的 新 大 陆 ， 它 不 单 对 于 定量 几何 学 有 根本 
的 重要 性 ， 其 实 对 于 整个 自然 科学 都 有 深远 的 影响 。 但 是 当年 古 希 腊 
几何 学 界 ， 特 别 是 Hippasus 本 人 所 在 的 毕 氏 学 派对 于 这 个 伟大 发 现 的 
反应 ， 却 是 全 然 无 理性 的 。 据 某 些 现在 已 不 可 详 考 的 记载 ，Hippasus 反 
而 因为 这 个 重大 发 现 而 下 生 于 同门 之 手 。 
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其 实 ， 不 可 公 度 0 es 
定量 几何 基础 论 上 的 成 就 。 它 只 是 说 原本 以 为 已 经 完整 无 缺 的 证 明 其 
只 是 在 可 公 度 的 情形 的 证 明 ， 而 在 一 0 
! 这 个 阳 待 补 证 的 任务 对 于 当年 整个 古 希 腊 几 何 学 界 是 一 个 严峻 而 且 扎 
切 的 挑战 。 大 约 经 历 半 个 世纪 的 努力 ， 才 促使 Eudoxus 开创 了 影响 无 比 
深远 广阔 的 逼近 法 和 逼近 原理 而 得 以 完美 成 功 。 可 以 这 麻 说 ，Eudoxus 
的 思想 和 方法 提供 了 研讨 和 理解 Hippasus 所 发 现 的 新 大 陆 的 基础 。 
Eudoxus 的 逼近 法 和 逼近 原理 : 
(Method and Eudoxus principle of approximation) 

当 {a,b} 不 可 公 度 时 ，Ta:0] 不 是 一 个 分 数 。 它 是 一 种 有 待 理解 
的 新 兴 事 物 ， 不 管 你 如 何 称呼 它 ， 反 正 是 一 种 当时 尚未 了 解 有 待 研究 
的 [新 量 ] 。 例 如 {a,b} 和 {a',V} 是 两 对 不 可 公 度 的 直线 段 ，Eudoxus 
认识 到 a:b」 和 Ta :WJ」 这 两 个 [新 量 」 之 间 的 大 小 或 相等 关系 都 还 
有 待定 义 ! 但 是 当 {a,b} 不 可 公 度 而 {a',b'} 可 公 度 的 情形 下 : 

a:0 和 由 :4 二 二 
Nn 
它们 之 间 的 大 小 关系 却 又 是 相当 清楚 的 ， 亦 即 : 


WA 


Sa a 比 一 .5b 长 
Nn Nn nNn:a>m:b 
人 有 n:a<m:b 
ed 0 
Nn Nn 


这 也 就 是 Eudoxus 在 研究 这 种 『 新 量 」 时 第 一 个 认识 到 的 : 
Eudoxus 比较 原则 : 
a<m:b 


mm 

nN 
ee 的 充 要 条 件 就 是 a>m.b 

mm nN: 

Nn 


亦 即 a:b 和 于 的 比较 大 小 可 以 由 na 和 m:b 之 间 的 比较 长 短 而 判定 
之 。 而 后 者 是 极为 初等 而 且 其 几何 意义 乃 是 一 目 了 然 的 。 
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在 {a:0} 和 {a':0'} 都 是 不 可 公 度 的 情形 ， 若 有 分 数 至 使 得 
2 亦 即 | na>mb 但 是 na’ <mb J 
则 显然 应 该 定义 前 者 大 于 和 后 者 。 反 之 ， 若 有 分 数 轩 使 得 a:D< 畦 <a :0 
， 则 应 该 定义 前 者 小 于 和 后 者 。 
再 者 ， 假 如 这 种 间 于 ao:D 和 由 :以 之 间 的 分 数 是 不 存在 的 情形 ， 亦 


即 对 于 任何 分 数 于 ,Qa:D 和 a :0 与 于 之 间 的 大 小 关系 总 是 同步 同样 的 
， 理 当 就 可 以 作为 [a:b 二 a :0J」 的 定义 。 

这 也 就 是 Eudoxus 当年 对 于 两 个 不 可 公 度 的 比值 之 间 的 大 、 小 及 相 
等 关系 的 定义 ， 即 
【定义 】:a:b5>a:0V 兮 存 在 分 数 


>a :0 


a:b<a:b 兮 存在 分 数 <Q 


qa:5 二 a :VV 今 对 于 任何 分 数 二 由 有 相同 的 大 小 关系 。 


Nn 

> > 

水 Bp : / / 
赤 即 ma {2 bm na (2)m 


为 了 论证 上 述 定 义 的 必然 性 ，Eudoxus 开创 了 影响 极为 深远 的 区 近 法 
(Method of Approximation)。 首先 ， 他 提出 下 述 直观 上 极为 明显 的 
[| 公设 」 作为 其 论证 的 依据 : 


任 给 两 个 直线 段 a,5， 不 论 前 者 有 多 短 而 后 者 有 多 长 ， 总 
足够 大 的 整数 NN 使 得 N.a 比 5b 长 。 


【定理 】: 设 {a 了 ) 是 不 可 公 度 者 ， 对 于 任 给 正 整 数 nn， 恒 存在 m 使 得 
17 十 工 


m 
—<a:b< 
nN 


证 明 : 由 上 述 公设 ， 必 有 足够 大 的 N 使 得 2b 的 N 倍 和 要 比 a 长 。 
令 m 十 1 为 这 种 N 之 中 的 最 小 者 ， 则 有 


m(=0) 0 1)(=0) 
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亦 即 


11 十 工 


m 
—<a:b< 
Nn 


[ 注 ] : 因为 nn 是 可 以 任意 大 的 ， 所 以 上 述 左 、 右 夹 遇 a :5 的 两 个 分 数 

之 间 的 差额 二 是 可 以 小 到 任意 小 的 。 [用 现代 的 术语 ， 即 对 于 任 给 正 数 

E>0， 溺 有 足够 大 的 于 使 得 二 <s。] 所 以 a:0 和 亚 或 2 之 问 的 差 

别 当 然 也 可 以 小 到 任意 小 。 基 于 上 述 定 理 ， 就 可 以 进一步 说 明 前 述 不 
公 度 的 [比值 了 之 间 大 、 小 、 相 等 关系 的 定义 的 必然 性 


设 a:0 和 内: 以 对 于 任 给 分 数 恒 具有 相同 的 大 小 关系 ， 则 对 于 任 给 
n， 都 有 相应 的 m， 使 得 


11 十 工 


m 
—<a:b,a:b < 
n 


因此 a:b 和 a':W 之 问 的 差别 要 比 所 有 上 都 小 。 不 论 上 述 差别 是 那 一 
种 新 量 ， 它 是 一 个 固定 的 量 而 它 又 比 所 有 都 小 ， 所 以 唯一 的 可 能 
就 是 零 ， 人 a' :0 不 等 的 情形 ， 则 有 
一 个 分 数 ， 它 和 两 者 的 大 小 关系 是 不 同 的 ， 这 也 就 是 前 述 比较 大 小 的 
定义 。 

有 了 上 述 思 想 和 允 近 法 ， 再 进而 重建 当年 希腊 的 定量 几何 学 ， 乃 是 
顺理成章 之 事 ， ee 信 度 的 情形 具有 证 明 的 各 
种 各 样 定 理 和 公式 ， 作 出 其 在 不 可 公 度 的 情形 的 『 补 证 1。 例如 下 述 
矩形 公式 : 


(a,b) : DD(u,u) = (a :1u)(b 2 
在 a:w 和 和 b:u 都 是 分 数 时 业已 证 明 ， 而 在 w:4 和 b:u 至 少 有 一 个 不 
是 分 数 ( 亦 即 不 可 公 度 ) 时 ， 需 要 补 证 。 


Eudoxus 对 于 上 述 和 矩形 面积 公式 所 作 的 补 证 ， 大 致 如 下 : 
对 于 任 给 正 整 数 nh， 不 论 它 有 多 大 ， 漠 有 m 和 mm 使 得 


m m+l1 m m'’+1 
—<a:iu< ,;—<b:u< 
Nn Nn Nn 
亦 即 
m+1 mm m+1 
—u<a< u, —u <b u 
nN 
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/ 
(Du, Hu) 


(a,b) 


如 [图 2-12] 所 示 ， 口 (a,0) 包含 


之 中 ， 由 此 可 得 


mm 


(加 wu, 之 w) ， 而 且 它 又 包含 于 (Hu, TH) 


n2 


(a,b): 


再 者 ， 由 前 述 不 等 式 的 相 乘 ， 亦 有 


mm 
Ri 


<(a:u(b:iu) < 


(m+1)(m +1) 


n2 


也 


因此 ， 口 (ww 人 : 口 (ww) 和 (a :wu)(5:u) 之 间 的 差别 (假如 有 的 话 ) 必然 
要 比 同时 左 、 右 夹 台 两 者 的 两 个 分 数 之 间 的 差别 要 更 小 ， 即 小 于 


(m+ 1)(m 十 了 


n2 


n2 


mm 


m++m+l 1 
a me 


nN NN nN 


在 n 无限 增 大 时 ， 它 是 可 以 小 到 任意 小 的 。 所 以 口 (a,0): 
(a:u)(5:w) 之 间 不 可 能 有 任何 差别 ， 亦 即 所 要 补 证 的 矩形 面积 公式 


(a,b): 


(u,u) = (a:u)(b:u) 


(2 710 十 工 


) 


(wu, 4) 和 


长 话 短 说 ，Eudoxus 所 创 的 逼近 法 不 但 把 当年 仅仅 在 可 公 度 的 特殊 
情形 下 具有 其 证 明 的 各 种 各 样 定理 和 公式 ， 加 以 明确 简洁 的 「 补 证 
， 使 得 它们 不 论 在 可 公 度 或 不 可 公 度 的 情形 惨 普 遍 成 立 ， 从 而 彻底 重 
建 了 定量 几何 基础 论 。 再 者 ， 他 有 鉴于 曾经 采用 错误 的 | 公设 」 作 为 
几何 学 的 论证 依据 的 惨痛 教训 ， 决 心 下 功夫 彻底 检查 当代 的 几何 学 ， 
尽 其 所 知 所 能 把 其 论证 的 依据 ， 精 简 压 缩 到 「 至 精 至 简 ] 
的 《 欧 氏 几何 学 》 (Euclidean Geometry) 其 中 绝 大 部 分 来 自 Eudoxus 的 


; 流传 至 今 
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著作 。 所 以 「 公 理化 」 治学 的 典范 和 人 类 理性 文明 中 的 第 一 科学 的 初 
阶 集 其 大 成 ， 实 乃 Eudoxus (而 并 非 Euclid ) 的 伟大 贡献 。 不 但 此 也 ， 
Eudoxus 的 逼近 原理 和 方法 论 不 但 重建 了 定量 几何 基础 论 ， 而 且 也 是 分 
析 学 (Analysis) 的 发 祥 地 和 基本 方法 。 他 本 人 就 把 它 用 来 证 明 锥 体 体 积 
等 于 三 分 之 一 底面 积 乘 高 这 个 立体 几何 基本 公式 ， 他 的 证 法 以 及 随和 后 
Archimedes 把 它 拓 展 到 球面 面积 公式 和 球体 体积 公式 的 论证 万 是 积分 学 
的 锥 形 和 范例 。 


如 今 回 顾 反 思 ， 将 中 、 西 古文 明 的 定量 平面 几何 作 一 比较 分 析 : 两 
者 所 得 的 基本 公式 大 臻 相同， 亦 即 和 矩形、 三 角形 的 面积 公式 ， 句 股 弦 公 
式 ( 亦 即 毕 氏 定 理 ) 和 相似 三 角形 的 边 长 比例 式 ， 但 是 在 基调 和 格局 上 
则 两 者 是 过 然 不 同 的 。 中 国 古 代 的 工程 师 研 讨 几 何 是 为 了 致 用 ， 是 唯 
用 是 尚 的 ; 他们 在 基本 测量 公式 的 推导 上 善 用 面积 ， 的 确 有 其 独到 的 
长 处 ， 但 是 在 对 于 空间 本 质 理解 的 深度 上 ， 比 之 于 十 希腊 几何 学 是 的 
确 膛 乎 其 后 的 了 。 究 其 原因 ， 相 信 并 非 是 在 聪明 才智 上 有 任何 差别 ， 
而 是 在 格调 、 志 趣 和 气概 上 有 所 分 野 ! 例如 「 可 公 度 性 」 万 是 一 个 纯 
理论 性 的 问题 ; 在 实用 的 度量 中 ， 在 力所能及 的 准确 度 之 下 的 微量 根 
本 没有 其 实质 意义 ， 所 以 不 存在 可 不 可 公 度 这 种 问题 。 由 此 可 见 ， 在 
唯 用 是 尚 的 格局 下 ， 根 本 是 不 会 有 此 一 问 的 ， 当 然 也 不 会 有 Hippasus 
这 种 深 深 触及 空间 的 连续 性 的 发 现 和 历经 半 世 纪 的 奋斗 才 结 晶 而 得 出 
的 Eudoxus 逼近 原理 和 方法 论 ， 是 不 ?由 此 反思 ， 同 学 们 应 该 体 认 到 
局 限 中 国 古 代 几 何 的 发 展 因 素 用 是: 「[ 唯 用 是 尚 ， 则 难 见 精深 ， 所 及 
不 远 」 ; 而 十 希腊 几何 学 上 的 成 功 给 全 人 类 的 尼 示 与 鼓舞 则 是 : 「 若 
以 理解 大 自然 为 志趣 ， 并 能 世代 相 承 、 精 益 求 精 ， 则 宇宙 基本 结构 的 
至 精 至 简 、 至 善 至 美 是 可 望 可 及 的 」。 


2.5 例题 和 习 晒 


【例题 】 


JBO 而 


(1) 令 D, 巨 分 别 为 人 ABC 两 边 AB, 4C 的 中 点 ， 试 证 DE = 
且 o 
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[ 图 2_13 ] 


证 明 : 如 [图 2-13] 所 示 ， 延 长 DE 至 DF 使 得 BF=DE， 则 E 
点 平分 DF 和 AC， 所 以 /JADCF 乃 是 一 个 平行 四 边 形 。 由 此 
可 得 FC 与 AD 为 平行 等 长 ， 即 FC 与 DB 也 为 平行 等 长 ， 因 此 
/了 IBCFD 亦 是 一 个 平行 四 边 形 。 所 以 DF 与 BC 为 平行 等 长 ， 
即 得 所 求证 。 


em 
[Nw 
Sr 


试 证 人 ABC 的 三 条 中 线 共 交 于 一 点 ( 称 之 为 重心 ) ， 而 该 点 把 每 
条 中 线 均 分 成 2:1 的 两 段 。 


[ 图 2-14 ] 


证 明 : 令 中 线 BF 和 CD 之 交点 为 O。 取 D', 下 分 别 为 OB 和 
OC 之 中 点 ， 则 有 ( 见 例 题 (1) ) 


Dr=5BO 而 且 刀 严 /BC 


所 以 D'F' 与 DF 为 平行 等 长 ， 即 /ID'1'FPD 是 一 个 平行 四 边 形 
。 所 以 


DO=OF', D'O= OF 
即 得 所 求证 。 
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(3) 相似 三 角形 定理 在 整数 比 时 的 古 希 腊 证 法 : 
如 [图 2-15] 所 示 ，B'C' 是 分 别 位 于 AB 和 AC 的 延长 线 上 之 点 
， 满足 AB' = 14 万 B'C'//BC, n 为 正 整 数 。 试 证 40' = nAC,， 
BC =7BC。 


4 B 也 2 Bn_2 Bn_1 Bn=B’ 
[ 图 2-15 ] 

归纳 证 明 : 当 nn 二 1 时 结果 是 显然 的 。 当 nn 一 2 时 乃 是 例题 (1) 之 
所 证 。 兹 对 于 n>>3 时 作 归 纳 证 明 如 下 : 
以 AB 之 长 度 等 分 AB' 为 n 段 ， 令 其 等 分 点 为 

B= Bi, B,, NE , Bn_2, Bi, B' = B,, 
过 Bo。 及 B, 1 作 两 条 平行 于 BC 的 直线 

B, 2Cn, 2//BC, B,, 1Cn 1//BC 


其 中 Os 及 01 为 AC' 上 两 点 ;再 过 0O,， 及 0' 作 两 条 平行 于 
AB 的 直线 

C0, 2D//AB, FONAB 
其 中 DD 及 FF 为 B,_1Cn_1 上 两 点 ， 如 | 图 2-15] 所 示 3 
由 所 作 多 见 B, 2B,, 1DOn, 2 和 B,, 1B'C’'F 都 是 平行 四 边 形 
， 所 以 


n_2D 与 已 2DP 1 为 平行 等 长 > 
C0 与 Bn,_1B' 为 平行 等 长 ; 


QO 


司 


由 所 作 亦 有 万 ;万 | 二 万 万， 所 以 @ 2D 与 FO' 也 为 平行 等 
长 ， 即 /DO,_2DC'F 亦 是 平行 四 边 形 。 因 为 平行 四 边 形 的 两 条 对 
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角 线 互相 平分 ， 所 以 


Cn 1C 二 CaC 1 2Cmn_ 1 和 
CriF 一 DO 


现 用 归纳 假设 可 得 


所 以 


0 NAG- (n-2)A0= A0 
DOn_1 = 二 Bn 1Cn— 于 六 三 : B,_1D = Bn 1Cne J Bn,_2Cn_2 
= (nm1)BC-— 4 一 2)BC = BC 


亦 即 
AC’'’ = 4C 1 十 CA 1C = 4C，1 1 下 (下 2On_1 
ye sg 
和 


BC = Bi = Br-iCn-it Cn-if 


=( -TBC+DC 1=(n-1)BC+BC=nAC 


定理 证 毕 。 
(4) 外 接 圆 作 图 : 对 于 一 个 给 定 的 人 ABC ， 唯 一 存在 一 个 过 其 三 顶点 


a = [图 2-16] 所 示 ) 。 其 作 图 法 
如 下 : 用 [基本 作 图 1.3]， 分 别 作 AB 和 CO 的 得 直 平分 线 。 则 两 
ee 


O04=0B=0O0C 


的 唯一 之 点 ， 所 以 它 就 是 所 求 作 的 外 心 (外 接 圆 圆心 ) 。 
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= 


注 ] : 4 万 和 万 C 的 重 直 平分 线 只 有 在 4, B,C 三 点 共 线 时 才 不 相 


oo 


风 


[ 图 2_16 ] 


(5) 试 证 Menelous 定理 : 设 直线 L 与 A4BC 三 边 所 在 之 直线 AB, BC 
和 OA 分别 相交 于 P,Q, RR( 相 央 ) 三 点 ， 则 下 述 有 向 长 度 比 乘积 
条 件 式 恒 成 立 : 

A BY OR ， 
FB 0 Bi 


[Menelous 递 定理 亦 成 立 。 人 证明 留 作 习 题 。| 


[ 图 2_17 ] 


征明 : 令 di, d2, as 分 别 是 顶点 A, B,C 到 直线 2 之 重 直 距离 ， 则 
由 相似 三 角形 定理 可 得 


0 


BB ad Cd RA ad 
所 以 


AB BO OR 
TB Te Bi 
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(6) 试 证 Ceva 定理 : 设 O 为 A4BC 内 部 一 点 ，P', Q, 及 分 别 为 AB 
与 CO, BC 与 40, C4 与 BO 之 交点 ， 则 下 述 有 向 长 度 比 乘 积 条 


件 式 恒 成 立 : 
A BO Oh 5 
PB 5 RA 
[Ceva 逆 定 理 亦 成 立 。 证 明 留 作 习 题 。| 
@ 
Q 
R 
4 万/ B 
| 图 2-18 ] 


证 明 : 令 AOBC, 人 OCA, 人 OAB 的 面积 分 别 为 人 1, 2, As 。 因 为 
ACAP 与 ACPB 同 高 ， 所 以 其 面积 之 比 等 于 其 底 边 边 长 之 比 ， 


亦 即 
ACAP AP 
ACPB BB 
同 理 
AO4P 27 
AOPB BB 
所 以 
A» Ao4C AB 
A AOBC BB 
类 似 地 可 得 


区 
Az 0C As RA 
将 三 式 相 乘 即 为 所 求证 。 


【定义 】 :在 直线 上 之 四 点 列 P, 4, P', B 称 之 为 调和 点 列 ， 记 以 
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亦 即 P, P' 两 点 以 同等 比例 分 割 线段 AB (一 在 外 、 一 在 内 ) 。 


时 A B 
调和 点 列 作 图 法 : 对 给 定 已 共 线 三 点 P, 4, B， 求 作 P' 点 使 得 PP， 
A, PP’ B 成 调和 点 列 > 


一 
一 
Se 


[ 图 2-19 ] 
[作法 ] 用 已 给 线段 4 万 为 一 边 ， 任 选 线 外 一 点 C 构 作 三 角形 
A4BC。 过 书 点 作 任意 的 直线 4， 使 得 人 与 BC, CA 分 别 交 于 
及 两 点 。 连 结 AQ, BR， 设 两 者 相交 于 O 点 ， 则 CO 与 4 万 就 会 
交 于 所 求 作 之 已 点 。 


证 明 : 直接 运用 Menelous 定理 和 Ceva 定理 ! 


AP B00 OF 
Menelous 定理 : ee ee 村 = 
人 要 有 


两 式 相 除 即 得 所 需 的 有 向 长 度 比 例 式 。 


(8) Steiner 点 : 设 A4BC 的 三 内 角 避 小 于 120"( 即 小 于 至 ) ， 则 
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有 一 个 唯一 的 极 小 值 ， 其 解 点 而 万 是 使 得 
Z4PB=BPO=CPR4= 120° 


之 点 。 


A B 
[ 图 2-20 ] 
如 [图 2-20] 所 示 ， 作 B* 使 得 八 ACB* 为 等 边 三 角形 。 设 已 是 平面 
上 任 给 一 点 ， 令 人 AP'B* 为 人 APC 绕 4A 点 旋转 60° 之 所 得 者 ， 
则 有 A4PP' 为 等 边 三 角形 ， 而 且 
CP+AP+BP=BP'+PP+PB 
由 此 可 见 ， 上 述 总 长 在 P, P' 沸 位 于 BB* 之 上 为 极 小 。 类 似 地 定 
义 4 和 Cr 点 ， 则 及 应 该 就 是 二 万 Br OO* 的 共 交 点 ， 而 所 
求证 者 则 显而易见 了 。 
【习题 】 
(1) 以 矩形 面积 公式 为 基础 ， 试 证 : 平行 四 边 形 面积 = 底 乘 高 。 


(2) 试 证 三 角形 面积 公式 为 4(A) = 451。 
(3) 试 证 平行 线 的 截 割 保持 线段 之 比 ; 即 如 [图 2-21] 所 示 ， 求 证 : 
AA' BB’ 


” Os 
4/ \B 


| 


[ 图 2-21 ] 
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(4) 如 [图 2-22] 所 示 ，AD 乃 是 LA 的 分 角 线 。 试 证 


二 
次 


B D CC 
| 本 92 


(5) 试 将 一 个 给 定 线段 AB 等 分 为 n 段 ，n 为 茶 一 正 整 数 。 
(6) 试 证 明 相 似 三 角形 定理 在 分 数 比 的 情形 。 


(7) 试 证 Menelous 逆 定 理 : 设 ( 相 异 ) 三 点 P,Q@,R 分 别 在 A4BC 
三 边 4B, BC, CA 之 上 并 满足 下 述 有 向 长 度 比 的 条 件 式 ， 则 P,Q@， 


民 三 点 共 线 。 
AP BO OF 


状 现 天 


(8) 试 证 Ceva 逆 定 理 : 设 P', Q@, RR 分 别 为 A4BC 的 三 边 AB, BC,， 
CA 上 的 三 点 并 满足 下 述 有 向 长 度 比 的 条 件 式 ， 则 CP' AQ, BR 


三 线 共 点 。 
AP BO OR a 
PB Qc RA 


(9) 试 证 圆心 角 为 圆周 角 之 两 倍 : LO 一 2LA。 
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[ 图 2-23 ] 


(10) 在 [图 2-24] 中 ，PQR 为 一 直线 ，PT 与 圆 相 切 于 了 点 。 试 证 : 
PO.PR= PT 。 


| 图 2-24 | 


(11) 设 P,Q, R, 5 为 园 上 四 点 ， 而 PR 与 Q5 则 相交 于 圆 内 (或 圆 外 ) 
点 。 试 证 : PT.TR- QT.75。 


S 


(12) 试 证 Miquel 定理 : 在 八 ABC 的 三 边 4 万 , BC, CA 上 分 别 取 三 点 
P,Q, R， 过 P, B,Q 及 P, R, A 分别 作 圆 ， 令 两 圆 交 点 为 9 (与 
P)， 则 S, QO, 0, 忆 四 点 共 圆 。 
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[ 图 2-26 ] 


(13) 若 平面 中 的 一 个 变换 了 满足 条 件 
FF 下 和 人 7( 国 恒 为 同 向 平行 且 等 长 
则 称 了 为 平面 上 一 个 平移 (translation)。 试 证 平移 之 组 合 仍 是 平移 


， 即 验证 : 
攻 PP 和 OF 为 同 向 平行 且 等 长 ， 
和 PPI 和 OO 为 同 向 平行 且 等 长 ; 
则 必 有 PP? 和 QQ” 亦 为 同 向 平行 且 等 长 。 


已 


ad 
P | | 


(18) 试 证 广义 勾 股 定理 : 设 AB 与 CD 为 平行 等 长 ， 则 : 


AC +BD -AB 4+BO +0D +DA 
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在 各 种 各 样 的 平面 形 之 中 ， 圆 是 最 为 完美 对 称 者 ， 而 三 角形 则 是 最 
为 简单 者 。 所 以 在 平面 几何 的 研讨 中 ， 圆 和 三 角形 理所当然 地 是 其 精 
要 之 所 在 。 例 如 定量 平面 几何 中 的 基本 定理 ， 首 推 三 角形 的 面积 公式 

、 相似 三 角形 定理 和 勾 股 定理 ， 即 


。 面 积 公 式 : 三 角形 面积 二 上 底 xX 高 


e 相似 三 角形 定理 : 设 A4BC 和 八 A'B'C' 的 三 内 角 对 应 相等 ， 则 
其 三 对 对 应 边 成 比例 ， 即 
oe 
A'B’ A'C’* BIOCI 


@ 勾 股 定理 : 直角 三 角形 的 边 长 满足 


AO +BO -AB ( 亦 即 毕 氏 定理 ) 
( 久 方 加 股 方 等 于 纺 方 ) 


本 章 将 以 上 述 三 者 为 基础 ， 研 讨 圆 与 三 角形 的 解析 几何 ， 其 所 得 之 
基础 理论 也 就 是 三 角 函 数 的 基本 性 质 和 三 角 定律 。 正 纺 、 从 弦 函 数 是 
一 对 起 源 于 圆周 运动 ， 密 切 配 合 的 周期 函数 ， 它 们 是 解析 几何 学 和 周 
期 函数 的 分 析 学 中 最 为 基本 和 重要 的 函数 ; 而 正弦 、 体 弦 函 数 的 基本 
性 质 乃 是 圆 的 几何 性 质 (主要 是 其 对 称 性 ) 的 直接 反映 。 
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三 角 学 (Trigonometry) 所 讨论 的 课题 是 三 角形 的 各 种 各 样 几 何 量 之 
间 的 函数 关联 。 由 此 可 见 ， 三 角 学 其 实 就 是 三 角形 的 解析 几何 ， 可 以 
说 是 具体 而 微 的 解析 几何 ; 它 是 整个 平面 解析 几何 的 基础 所 在 ， 也 是 
用 解析 法 系统 研究 几何 的 基本 公有 具 。 


3.1 正 孩 、 丛 弦 函 数 的 基本 性 质 


如 [图 3-1] 所 示 ， 设 P(x,y) 是 在 单位 图 上 ， 以 (1,0) 为 起 点 作 逆 时 
钟 方向 的 单位 速率 运动 的 动 点 ， 则 它 的 1,Y 坐标 乃 是 时 间 t 的 函数 ， 
分 别 定义 为 处 弦 函 数 cost 和 正弦 函数 sint。 

y 


[图 3-1] 


其 实 ，z = 二 cost 和 ==sint 乃 是 单位 圆 的 自然 的 动态 (解析) 描述 。 由 
此 可 以 想到 ， 正 缠 、 从 弦 函数 的 基本 性 质 乃 是 圆 的 几何 性 质 (主要 是 
对 称 性 ) 的 解析 表述 。 例 如 


1.0P =1 © cost+sint=1 ( 义 股 定理 ) 
2. 圆周 周 长 =27 今 周期 性 : 


cos(27 十 加 = cost 
31) { sin(2x +t) = sint 


3. 对 于 4- 轴 (或 信 轴 ) 的 反射 对 称 性 (参看 [图 3-2] ) 


cos(—t) = cost, sin(—t) = —sint 


(3.2) 3 (cos(r—#t)=—cost, sin(xr —t)= sint) 
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4. 对 于 直线 x 二 yy 的 反射 对 称 性 (参看 [图 3-2|) : (x,y) 合 (vy,7) 
(3.3) 今 sin( —) = costh cos(5 —t) = sint 


AY T=Y 


P"(cos(x — +),sin(x — 1)) Pl(cost; Sint) 


P'(cos(—t), sin(—t)) 
[| 图 3-2 | 
5. 圆 的 旋转 对 称 性 今 复 角 公式 : 
(3.4) cos(B — Qa) = cosbcosat sinpsina 
2 
人 
Pa(cos pb, sin 6) 


P,(cos oa, sin a) 


[ 图 3-3 ] 
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如 [图 3-3] 所 示 ，AOPs,Py 万 是 人 OPyP3 。 旋转 a 角 之 所 得 ， 所 以 
当然 有 互 P 一 态 Py a， 即 有 


(cosB—cosa) + (sinB sina) = (cos( 8 一 oa) 一 Le 二 sin2(8 一 oy) 


cos* B+sin B+cosatsin a — 2(cosPcosat sinpsina) 
(3.5) =cos:(B—a)+sin (Bb—a)+1—2cs(P— oa) 


> cos(P — Qa) = cos Pecosa tt sinp sina 
把 (3.4)- 式 和 (3.2)- 式 结合 ， 即 得 


(3.6) cos(P+a) = cos(P — (—Q)) 


= cosPcosa— sinpsina 
再 把 (3.6)- 式 和 (3.3)- 式 相 结合 ， 即 得 


(3.7) sin(a+ 6) = cos[(5 ~ a)— BI 

. 一 SinawcosC TcosawsinC 
我 们 还 可 以 把 (3.6)- 式 和 (3.7)- 式 用 复数 的 乘法 组 合成 下 述 更 加 整齐 的 
复 值 形式 ， 即 


(3.8) (cosa+isina)(cosB+isinB)= cos(a+B6)+isin(a+ 6) 


再 者 ， 我 们 可 以 把 z= 二 YX 十 iy 想 为 平面 上 P(x,y) 点 的 复数 坐标 (complex 
coordinate)。 如 [图 3-4| 所 示 ， 书 点 的 极 坐标 OP 二 r= 二 Vx?++ 信 和 0 
分 别 就 是 z 的 绝对 值 和 幅 角 。 


Y 
I 
Zz 二 ZX 二 + P(x,y), (7,0) 
= 7(cos0+ising) 中 吕 
0 a 
[图 3-4 | 
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将 (3.8)- 式 用 来 表达 复数 的 乘法 ， 即 有 


2 22 三 |2|(cosb + isinO).|z2|(cos 0, + isinO,) 
= | 


5 la ooa Ot Oe etal 0) 


亦 即 两 个 复数 z1, zo 相 乘 ， 其 绝对 值 相 乘 而 其 幅 角 则 相 加 。 此 事 在 研 讨 
复数 时 具有 基本 的 重要 性 。 


6. 和 化 积 公 式 和 反射 对 称 性 


> 


Bl(cosB, sinp) 


Me #(Q 十 DB),sin il(a 十 有 )) 
Al(cosa, sin a) 


> 


[ 图 3-5] 


ZAOM = 3(B -a), ZrOC =3(a+t+B)。 即 有 
M = (3(cosQ + cosB), (sina + sin 6)) 
(3.10) C = cos3(a+ 6),sin3(a + 6)) 
OM = cos (a — pb) 
1 1 1 
林 (cosa: 十 cosD) = cos 5(Q 一 6B) cos oe 十 四) 
[1 > 


s(sina 十 Sin D) = cos 5(a — 6) sin za 十 有) 
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3.2 三角 定律 

一 个 三 角形 A4BC 含有 各 种 各 样 的 几何 量 ， 例 如 它 的 三 边 边 长 、 
三 个 内 角 的 角度 、 面 积 、 外 径 (外 接 圆 的 半径 ) 和 内 径 (内 切 圆 的 半 
径 ) 等 等 。 而 它们 之 间 ， 又 存在 著 各 种 各 样 的 了 流 数 关系 。 本 节 所 要 研 
讨 者 ， 万 是 它们 之 间 的 基本 函数 关系 ， 通 称 之 为 三 角 定 律 。 
1. 三 角形 面积 公式 与 正弦 定律 


人 
A - B 
| 图 3-6 ] 
如 [图 3-6] 所 示 ， 我 们 将 以 a, bc 分别 表示 角 A, B,C 的 对 边 边 长 ， 信 
表示 其 面积 。 易 见 瑚 =bsin4， 所 以 


(3.12) A 5 .由 一 5bcsin A 


同 理 : 人 = $ca sinB = $ab sin CO 。 由 此 即 得 下 述 正弦 定律 : 


(3.13) Sin 4 sinB 了 Sin C 2 人 


a b C abc 
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hh 


3.2. 


由 [图 3-7] 和 Cosine 的 定义 ， 即 有 


(3.14) 同 理 : ccosB+bcosC=a 


beos A+acosB=c 
acosC++ccosA=0b 


由 上 述 {cos A,cosB,cosC} 的 线性 方程 组 即 可 解 得 


cosA = Dp 
2 2 
(3.14) cosB = 一 ( 余弦 定律 ) 
qi ee 
C= 
BE 2ab 


[ 注 ] : .9.. 重合 条 件 的 几何 意义 是 A4BC 的 三 边 边 长 业已 唯一 地 确定 
了 它 的 三 个 内 角 。 换 句 话说 ， 其 三 个 内 角 分 别 是 它 的 三 边 边 长 的 函数 
。 上 述 从 弦 定 律 给 出 了 它们 的 具体 表达 式 ， 亦 即 


2 2 _ 02 
A= cos-! Ue 等 等 
20c 


同样 的 ， 三 角形 的 一 组 受 合 条 件 如 S.A.S., A.S.A. 的 几何 意义 其 实 也 就 
是 三 角形 的 其 他 变量 都 可 以 用 这 样 所 给 的 一 组 自 变 元 加 以 表达 。 | 参看 
习题 (8) 和 (9)。] 


3. 正弦 定律 之 第 二 证 法 
我 们 也 可 以 用 余弦 定律 来 推导 正弦 定律 ， 即 


sin24 1—cosA 
Q2 Q2 


1 
(3.15) 一 了 2272 {41c 二 (好 十 C2 = a )} 


1 
= zap (2b th tee)— (oe th Te) 
因为 上 式 右 侧 是 a, b,c 的 对 称 式 ， 所 以 


sin2 B sin2C sin2 4 


02 C2 Q2 


(3.16) 
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sinA sinB sinC 


而 Re 都 是 恒 正 的 ， 所 以 由 (3.15)- 式 和 (3.16)- 式 可 以 推 
多 CQ C 
(3.16) sn4 sinB sinC {2a — Ya}? 


a b C 2abc 


其 中 a2 二 2 太 十 可 C 十 C2， 5 at 二 at 十 以 十 Ct 乃 是 常用 的 简约 写 
法 。 再 将 (3.16')- 式 和 (3.13)- 式 相对 比 ， 即 得 


(3.17) 16A? = 2 00 — Ya’ 


其 实 ， 上 式 之 右 侧 是 可 以 分 解 成 四 个 一 次 因 式 的 乘积 者 ， 而 且 此 事 可 
以 从 一 个 简单 的 几何 常识 推论 而 知 ， 亦 即 三 角形 的 三 边 边 长 中 ， 若 有 
其 一 为 其 他 两 者 之 和 ， 则 其 面积 为 零 。 亦 即 


at+b 一 c= 二 0 或 a-b+c=0 或 一 a+b+c=0 
> 27ap -yat=0 
将 上 述 事 实 和 人 处 式 定理 相 结 合 ， 即 可 推论 它 含 有 因 式 
(a+0b—c)(a—b+c)(—a+t+b+o) 
至 此 即 可 直接 验证 
(3.171) 16A*=(at+b+o(at+b—o(a—b+o)(-at+b+o) 
通常 把 它 改写 成 
(3.17") A=Vss -a(s -ose), “= 3(a tbto 


此 式 在 西方 远 在 公元 前 三 世纪 已 由 Archimedes 所 求 得 ， 但 是 因为 说 传 
而 称 之 为 Heron's formula. 而 在 中 国 南 宋 时 期 ， 秦 九 刘 也 独立 地 求 得 此 


一 公式 o 
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| 图 3-8 | 


如 [图 3-8] 所 示 ，O 是 人 ABC 的 外 接 圆 之 圆心 ，R 是 其 半径 ,CA 
则 有 是 一 条 直径 。 由 熟知 的 圆周 角 等 于 圆心 角 之 半 可 见 ZA' = LA 而且 
A4'BC 是 直角 三 角形 。 所 以 


3.18 inA=sinA'’= 
(3.18) sin Sin 有 
亦 即 

(3.19) sinA sinB sinC _ 1 


a b ce 2R 
将 (3.19)- 式 和 (3.13)- 式 相 比 ， 即 得 外 径 民 的 公式 


abc 


4A 


(3.20) R 


5. 内 切 圆 半 径 和 半角 公式 
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如 [图 3-9] 所 示 ，O' 是 A4BC 的 内 切 圆 之 圆心 ， 它 是 三 个 内 角 分 角 线 
的 共 交 之 点 。 再 者 AO'4B, 人 O'BC 和 AO'C4 的 高 都 是 内 径 7r。 即 有 


A4BC = AO'AB+ AO'BC + AO'CA 


(3.21) i tM 
= ot 
由 此 即 得 
人 
(3.22) a (s—a)(s—0b)(s—o) 
5 5 


再 者 ， 如 [图 3-9] 所 示 ( 用 熟知 的 切线 长 相等 ) 


(3.23) T+Yy=cCc, Y+z=a, 2 十 了 二 0 
解 之 即 得 
(3.23" T=s—a, Y=s—b, z=s—c 


再 由 直角 三 角形 A4DO' 就 得 出 正切 的 半角 公式 : 


A 7 _ /(s—-0)(s—o) 
(3.24) tan3 = 7 
同 理 亦 有 
(s—a)(s— 人 ao) 
tan 一 一 
(2 2 5(5 一 中 
人 (5 一 aq)(s 一 中 
5(5 一 5) 


A 人 么 去 本 
(3.25) tan 和 二 寞 时 二 (s—b)(s— ao) 
2 cos$ s(s—a) 
即 得 
;4 4 
(325) 一 一 和 = 一 二 -=k ( 亦 即 令 其 为 大) 
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再 用 面积 公式 


1 A 
和 人 = 3bcsin 4 = bcsin cos 了 


=bc.:k VvV(s—b(s—a): Vs(s—a)=bc:.k .A 人 
1 


(3.26) 

和 > 这 = 大 三 三 二 

pc; VBc 

所 以 即 得 

.A /(s—0b)(s—o) 
(3.27) sin 3 = , 
同 理 亦 有 

.BB /(s—ce)(s—a) 

eT 
(3.27/) 

CC /1 一 as 一 中 

有 


6. 傍 心 圆 及 其 半径 公式 


傍 心 圆 是 于 A4BC 外 与 三 角形 的 一 边 及 另外 两 边 的 延 线 相 切 的 圆 ， 
如 [图 3-10] 所 示 。 其 半径 re 可 由 下 述 公式 求 得 : 


A s(s—a) 

bc 
5(5 一 中 

2 CQ 
2 C /sls—ao) 

Os ab 


te 


[其 父 两 者 也 可 类 似 地 求 得 。] 
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与 了 7 同 是 由 4 点 到 傍 心 圆 之 切线 ， 易 见 它们 应 该 等 长 ; 同 
知 BD BF, OE-OF。 考虑: 


雪 画 
日 


站 


2AD=c+BD+b+COCE 
一 /十 C 十 4 一 25 


所 以 ADD==s， 即 有 : 


tan 一 ， 7au 王 Stan 一 
2 2 


7. 三 角形 面积 的 坐标 公式 


如 [图 3-11] 所 示 


PPcosa=7rx—7, PPsina=y—Y 
PiPscospP = .73— ZX1, PiPssinp = ys3— 


再 者 2 APPP; 的 定向 面 只 


(3.28) 


| -== 
APPPs = PP PPssin(B —o) 


cs 
= a ‘PiPs(sinB cosa— cospsina) 


一 fl — T1)(Y3 — 1) 一 (Zas — Z1) (ye 一 wm)} 


1 并 
了 工 |22 一 2 Yy2— Yl | 。 
2173 一 21 Yy3— Yi 2 es 
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在 此 ， 我 们 不 妨 继续 探讨 空间 三 点 已 (zi,Vi,2i), 1 之 i<3, 所定 的 三 角形 
面积 应 该 如 何 去 用 其 9 个 坐标 {fzibyji21<i<3} 加 以 表达 呢 ? 


> 


Ps(z3) Y3) 23) 


Pi(z1, yi, 21) 


[ 图 3-12 ] [ 图 3-12' ] 
en 
们 将 (人 A4BC)? 的 计算 留 作 习题 ， 并 试 将 所 算得 的 结果 给 以 几何 解释 。 
pa A 形 面积 公式 : 令 口 4BCD 为 圆 内 接 四 边 形 ， 其 四 边 边 长 

站 别 为 a, b, c,d。 令 s==3(a 十 b 十 Cc 十 d)， 则 口 4BCD 面积 为 


[ 图 3-13 ] 
若 口 4BCD 是 平行 四 边 形 ， 则 它 必定 是 矩形 ， 上 述 面 积 公 式 显 然 成 立 


。 现 不 妨 假 设 AB 交 DC 于 万 点 ， 则 易 见 有 八 ABD 和 ~ 人 CBB， 所 以 
有 面积 比 


CC 一 0 


C2 


ABCD : AAED = 
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再 者 ， 令 DB ==V, AEB=d， 则 由 相似 三 角形 定理 即 有 下 述 比 例 式 : 
by d=d Ad Vb 


C a ”ce a 


由 两 式 之 和 及 差 即 有 
的 Y= 


c—a c+a 


再 者 ， 将 下 述 和 人 ABD 的 秦 九 韶 公 式 


0b—d) 


1 
俯 AED 面积 = (0 二 d+o(bV+d me)(W d+tc)(—V i+d't+to) 


4 
代 换 入 上 面 所 得 的 V+d 和 WW 一 d 式 然后 简化 : 

ed : (2s — 2a) 

—a c—a 
b+d—c= 一 

c—a c—a 
六 > (2s — 29) 

C 十 Q 十 Q 


tdte= (btdteto) = (2s — 2) 


由 此 可 得 


C2 


和 A4PD 面积 = 


2 (s—a)(s—0b)(s—ce)(s—d) 


即 得 所 求证 者 。 


3.3 “习题 


(1) 证 用 正弦 、 人 条 纺 的 复 角 公 式 推导 下 述 积 化 和 公式 ， 即 


1 

cos A.cosB= 3(cos(4 + B)+cos(A4—B)) 
1 

sinA.sinB= 3(cos(4 — B)—cos(A+B)) 
1 

sinA.:cosB= 5(sin(4 + B)+sin(A— B)) 
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(2) 在 上 式 中 ， 令 A+B=@,4-B=B。 易 见 A=i(a+6), B= +(a-p) 


,用 之 即 可 把 习题 (1) 中 的 积 化 和 公式 转化 成 和 化 积 公式 。 再 者 ， 

试用 类 似 于 [图 3-5] 者 ， 说 明 它们 和 辆 的 反射 对 称 之 间 的 关系 。 
(3) 试 求 用 cosb 分 别 表达 cos4 和 sin4 的 公式 ( 亦 即 半 角 公 式 ) 。 
(4) 试用 下 述 图 解 求 

(i) 用 cos9 和 sin4 表达 tan5 的 公式 。 

人 用 tan4 表达 cos0 和 sin0 的 公式 。 


(5) 试用 二 项 定理 和 
(cos0O+isin0)” = cosn0 tisinnO 
求 得 正弦 、 作 弦 n- 倍 和 角 公 式 。 
(6) 试 求 2? 一 1 二 0 的 所 有 复数 解 。 
(7) 试 求 2 一 (1 十 让 二 0 的 所 有 复数 解 。 


(8) 试 求 用 A4BC 的 两 边 一 夹 角 {a,b,C} 表达 其 他 一 边 和 两 角 ( 即 c 
和 4 已 ) 之 公式 。 


(9) 试 求 用 A4BC 的 两 角 一 夹 边 {A, B,c} 表达 其 他 一 角 和 两 边 〈 即 
C 和 ob) 之 公式 。 
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(10) 如 [图 3-15] 所 示 ， 记 , 忆 的 极 坐 标 分 别 是 (71, 人 外 ) 和 (72,0。)。 试 求 
万 轧 和 人 人 OPP 的 有 向 面积 的 极 坐 标 公 式 。 


P(r,, 0») 


[ 图 3-15 ] 

(11) 如 [图 3-16] 所 示 ，a 是 直线 《[ 和 矢 径 OP 之 间 的 夹 角 ，Qo 是 2 和 
基准 方向 OA 之 间 的 夹 角 ，w 是 《的 法 线 (normal line) 的 方向 角 
，d 是 原点 和 了 《之 间 的 距离 。 试 证 


Tr.sina= rosinaAQo=d, 
sinQ = cos(0 — w) 


[ 图 3-16] 


(12) 计算 [图 3-121] 中 三 角形 A4BC 的 面积 平方 (A4BC)2， 并 试 将 所 
算 的 结果 给 以 几何 解释 。 
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第 四 章 


空间 中 的 平行 与 重 直 
一平 直 性 与 对 称 性 的 交互 作用 


本 章 将 进而 研讨 定量 空间 ( 亦 即 立体 ) 几何 的 基础 理论 。 在 空间 的 
种 种 性 质 之 中 ， 最 为 基本 而 且 影 响 无 比 深远 者 ， 首 推 对 称 性 (Symmetry) 
和 平 直 性 (Flatness 或 Rectilinearity)。 两 者 在 三 角形 上 的 表述 分 别 就 是 
| S.A.S. 有 登 合 条 件 」 和 上 三 内 角 和 恒 为 一 个 平角 4」。 我 们 将 会 分 别 对 
于 平 直 性 和 对 称 性 在 立体 几何 中 的 表现 作 一 盔 返 瑛 归真 的 分 析 ， 而 其 
所 展现 者 ， 乃 是 空间 中 的 【平行 」 与 1 重 直 」 以 及 两 者 之 间 的 密切 关 
联 。 其 实 平行 与 重 直 乃 是 整个 定量 立体 几何 的 基础 所 在 ， 当 然 也 就 是 
同学 们 学 习 立 体 几 何 的 起 点 与 要 点 所 在 。 


4.1 平 直 性 与 平行 
在 平面 几何 中 ， 同 学 们 熟 用 如 [图 4-1] 所 示 的 同位 角 相 等 来 检验 或 
构造 平行 线 : 
0 
LA1= ZL1 兮 2]L 
£ 


[图 41] 
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在 引言 和 第 二 章 中 已 经 和 同学 们 讨论 过 ， 上 述 验证 条 件 的 可 行 性 其 实 
和 | 三 角形 内 角 和 恒 等 于 一 个 平角 ] es es 
里 德 的 著名 『「 第 五 公设 」 也 就 是 以 公设 形式 宣称 上 述 条 件 就 是 41, {不 


相交 的 唯一 可 能 性 ， 亦 即 以 公设 形式 假设 了 三 角形 内 角 和 恒 等 于 一 个 
平角 。 


宗明 义 ， 在 空间 中 点 、 直 线 、 平 面 之 间 的 连结 与 交 截 ， 有 具有 下 述 
三 点 基本 性 质 (通常 也 称 之 为 公理 ) 
其 一 : 相 异 两 点 定 一 直线 ， 不 共 线 三 点 定 一 平面 。 
其 二 : 平面 I 上 相 异 两 点 所 定 的 直线 会 完全 包含 于 开 之 内 。 


其 三 : 设 INIs 关 8 ( 亦 即 非 空 )， 则 II1, IH2 相交 于 一 条 直线 或 相 
重 ( 亦 即 两 面 之 交集 不 可 能 仅仅 是 一 个 点 ) 。 


空间 中 平行 性 的 定义 : 
(i) 面 、 面 平行 之 定义 


9 或 
IT 7 开 <> JI 人 Nll; = 
1// 2 1 其 i 


(i) 线 、 面 平行 之 定义 


I oS joi 


(iii) 线 、 线 平行 之 定义 
_ [9 或 
£1//€2 < £1, £2 共 面 而 且 1 Nt = 0 -7 
< 


意 : 线 、 线 平行 关系 要 求 两 者 必须 共 面 。 两 条 不 共 面 的 直线 的 关系 
不 交 线 (skew lines)。 


【 引 理 41】: 设 IIiVWIH2 InII = HIHnIo = 如， 则 bl。 


证 明 : 若 IT = II。 则 显然 有 一 如 。 若 ImIHs = 少 ， 则 £1, £2 共 在 
代 之 中 而 且 


{1 Nt = (INI)N (INI,) 
= IINMII NMII, 
=IINVG=0 
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在 平面 几何 中 关于 平行 线 的 一 个 基本 结果 是 过 平面 上 任何 给 定点 三 ， 
存在 唯一 一 条 直线 L(P)， 它 和 给 定 直线 L 互相 平行 。 再 者 ， 如 [图 4-] 
所 示 ， 同 位 角 相 等 乃 是 0//L(P) 的 一 个 特征 性 质 。 


已 Al 


4(P) 
LA1= ZL1 © CAP) 


[图 4-1"] 
同样 的 ， 在 立体 几何 中 我 们 也 有 下 述 定 理 : 
【定理 4.1】 : 对 于 一 个 给 定 平面 了 I 和 一 个 给 定点 已 ， 存 在 唯一 的 一 个 
平面 I(P)， 它 过 书 点 而 且 [I(P)//II。 


证 明 : 我 们 将 用 解 作 图 题 的 手法 和 精神 去 证 明 上 述 IT(P) 的 唯一 存 
在 性 。 


[图 4.2 ] 


当 PeI 时 ， 显 然 有 II(P)= 工 ， 所 以 只 需 讨 论 王 &I 的 情形 。 我 
们 所 要 论证 者 乃 是 一 个 包含 局 而 且 和 可不 相交 的 平面 是 唯一 存在 的 。 
先 证 其 唯一 性 : 设 IL 是 一 个 这 样 的 平面 ， 如 [图 42 所 示 ， 在 代 上 
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TI =<{P} U {1>, Ill» =<{P}U {>; 
t= I NI, 如 =I NI 
由 [ 引 理 4.1] 得 知 
在 区 下) 1 本 人 《在 了 ly 妆 中 ) 
再 者 ， 由 平面 几何 中 平行 线 的 唯一 性 可 知 6, 好 分 别 在 II1, Ha 之 中 是 
唯一 存在 的 。 因 此 唯一 地 确定 了 I =<W U6>。 
其 实 上 述 论 证 业已 明确 地 指出 这 样 一 个 II' 的 构造 作 图 法 。 现 在 直 截 
了 当地 用 构造 来 证 明 其 存在 性 : 
第 一 步 : 在 代 上 任 取 相交 的 两 条 直线 41, f°。 令 Il =<{P}UA >， 
Ill» =<{P}U {> 3 
第 二 步 : 用 平面 几何 所 熟知 的 作 图 法 分 别 在 Ti, TI2 中 作 过 已 点 而 且 分 
别 平行 于 bi, bs 的 直线 由, b。 令 TUP) =<0UUb>， 则 IOP)mIH=0%。 
不 然 ， 则 I(P) 和 本 的 交 线 人 至少 和 (1, [2 中 之 一 交 于 一 点 QQ。 则 有 
tiNt = (INI)N (UIPNDN) 
= (INI)N (NNRP)) 
其 中 至 少 有 一 是 非 空 的 ， 和 所 作 01//l, {21// 的 相 了 矛盾 。 
【推论 】 : 设 I/ 亚 和 亚 / 亚 ， 则 IAIIY。 
证 明 : 设 NI 关 6°。 令 局 为 NI 中 一 点 ， 则 本 和 II" 都 是 过 
忆 点 而 且 和 IT 平行 者 。 所 以 由 [定理 4.1] 的 唯一 性 得 知 可 二 I， 亦 即 


nn 


【 引 理 42】: 设 Il,1<i<3, 是 三 个 两 两 相交 于 一 直线 的 平面 。 邻 
I NI 二 《x, (j,k) ~ (23)， 则 其 交 堆 有 下 列 三 种 可 能 性 ， 即 
一 1 Li//b2//b3 
dm IT NM II MN IIs = 0 < £1N {2 Nts = {P} 
业 C1 [2 C3 
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dim 三 一 1 dim = 一 0 
| 图 4-3 | 


证 明 : 
tNb = (HNI) nN (HNIs)= I nN IN I 
同 理 亦 有 
tN{s3= 0 Nts = 1 NI NI 
由 此 可 见 ， 在 ImIsozmnIls 是 1- 维 时 三 线 相 重 ， 而 当 其 为 0- 维 时 则 三 
线 共 交 于 一 点 2 即 {P}= IlNINI?° 再 者 > 当 ID mnmIzmIIs =0 时 
， 则 有 {C CO] 两 两 共 面 而 且 不 相交 ， 亦 即 
如， 人 NA 

【 定理 4.2 】 : 设 1//b2, 6， 则 pl/La 。 

证 明 : 若 三 线 中 有 两 线 相 重 ， 则 上 述 命题 显然 成 立 。 所 以 只 需 讨 论 
三 线 相 异 的 情形 如 下 : 令 


<l1 U > 一 II3， <{» U £3>= TI 
在 Cs 上 任 取 一 点 一， 令 
<{P} U 全 > 一 II， 的 = II 门 TI 


由 [ 引 理 4.2] 即 有 {li lb 的 } 两 两 互相 平行 。 所 以 如 和 人 委 都 是 II 中 过 
尸 点 而 且 和 bo 平行 者 。 由 平面 几何 中 平行 线 的 唯一 性 得 知 和 一 凶 。 这 
也 就 证 明 了 OA/ > 
【推论 】: 设 人 ABC 和 A4B'C' 是 空间 中 两 个 三 角形 。 若 {4B, 4'B'} 
和 {BC,B'C'} 分 别 同 向 平行 而 且 等 长 ， 则 {AC, AC'} 也 同 向 平行 而 且 
和 
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证 明 : 连结 AX, BB 和 CO 。 由 所 设 和 平面 几何 中 平行 四 边 形 的 
特征 性 质 定 理 ， 可 见 C74BB'4 和 CBCOC'B' 都 是 平行 四 边 形 。 因 此 
AZXAN/BB'，BB"//CO 而 且 等 长 。 由 [定理 4.2]，AA/OO 而 且 等 长 。 
所 以 /了 ACC'A' 也 是 平行 四 边 形 。 就 这 证 明了 4C 和 HAC 也 是 同 向 平 
行 而 且 等 长 (参看 [图 44) 。 


【 习题 】 
(1) 车 HHWH', LACI， 则 L/I。 试 证 之 。 


(2) 设 1Nf, = {P}, <{1 Uf{s>= 11° 若 L1111, LN 下 ， 则 HI//IT 。 试 十 
之 。 

(3) 设 NIl= 9, IT N11, = 7%, ImHI= 如 ImnI=b。 试 十 bl。 

(4) 设 ImIs =& 而 且 V1/ID,L/I 。 试 证 L1/&。 

(5) 设 IHnE = 由， A4BC 和 A4BC' 分 别 位 于 IT 和 下 之 中 。 若 
4A4,BB',CC' 三 线 共 交 于 一 点 O (如 [图 4 外 所 示 ) 则 和 人 ABC ~ 
A4B'C' (为 相似 三 角形 ) 。 试 证 之 。 

OE on Ae ee 
AA'BB' 和 CC' 三 线 共 交 于 O 点。 若 AO4B ~ AO4B' 和 
AOBC ~AOB'C'， 则 HI//IL。 试 证 之 。 


(7) 如 [图 4-5] 所 示 和 上 题 所 设 ， 若 AB 和 A'B'，AC 和 AC'，BC 和 
B'C' 各 自 交 于 一 点 ， 则 上 述 三 个 交点 共 线 。 试 证 之 。 
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4.2 ”对称 性 与 重 直 
4.2.1 重 直 平分 线 与 平面 上 的 反射 对 称 


让 我 们 先 来 温习 一 下 平面 的 情形 : 


e 平面 中 和 给 定 两 点 A, B 等 距 的 点 集 ( 亦 称 之 为 轨迹 ) 是 4 万 的 重 


直 平 分 线 
se 
A M B 
地 
[ 图 4-6] 


e 平面 对 于 其 中 一 条 给 定 直 线 成 反射 对 称 ; P, 已 对 于 《人 互 为 对 称 
点 的 充 要 条 件 是 PP' 被 《所 重 直 平分 或 P= 二 PELl (如 | 图 4-7| 所 
示 ， 试 证 PO 和 PQ" 恒 为 等 长 。) 
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【 习题 】 


[图 4_8 ] 


如 [图 4-8] 所 示 ， 设 4 是 《上 的 任 给 一 点 ， 入 和 wv 是 PA 和 AQ 与 b 
的 重 线 之 间 的 夹 角 。 试 证 A 十 AQ 在 和 =v 时 为 极 小 ( 亦 即 @4o 的 延 
长 线 过 忆 的 对 称 点 PI 者 )。 

上 述 平 面 上 的 反射 对 称 和 重 直 平分 线 之 间 的 简洁 关系 在 空间 的 推广 
乃 是 立体 几何 极为 基本 的 要 点 。 首 先 ， 我 们 要 研讨 空间 之 中 和 给 定 两 
点 4A, B 等 距 的 点 集 ， 即 
【定理 4.3】: 设 4A, B 是 给 定 相 册 两 点 ，S 是 空间 中 所 有 和 A, B 等 距 
的 点 所 构成 者 。 则 S 是 一 个 过 4 万 中 点 M 的 平面 ， 而 且 S 上 任何 过 
MM 点 的 直线 都 和 AB 重 直 ( 亦 称 正 交 ) 。 

[一 个 简约 的 描述 是 : S 乃 是 直线 段 4 万 的 重 直 平分 面 。] 

证 明 : 论证 的 要 点 在 于 证 明 S 的 平 直 性 。 设 PP, 忆 是 5 之 中 的 相 

上 骨 两 点 ， 而 PP 是 直线 PP 上任 给 一 点 。 我 们 所 要 证 者 是 PP 点 也 必然 
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属于 S， 亦 即 由 所 设 
AP =BP, AB,=Bb, PepPpP, 
推论 AP 二 BP。 论证 之 如 下 : 
由 所 设 人 和 人 APP 和 八 BPP, 满足 S.S.S. 全 等 条 件 ， 所 以 
LPPA= /PPB, LPPA= /PPB 
由 此 可 见 ， 作 PPA 和 八 PPB 满足 S.A.S. 全 等 条 件 ， 即 有 APP4g 
人 PPB， 所 以 AP=BP。( 同 理 也 有 八 P 忆 A 富 八 PPB，,， 但 只 用 其 一 
已 经 证 得 AP 二 BP。) 所 以 S 是 一 个 平 直子 集 ， 它 显然 包含 AB 的 中 
点 M， 但 不 是 包含 A, B。 而 且 对 于 任 给 一 个 S 中 相 异 于 M 的 点 三 ， 
Sn <{4,B,P}> 等 于 平面 <{A, B,P}> 中 AB 的 重 直 平分 线 ， 所 以 5 
必定 是 一 个 平面 。 它 其 实 是 由 所 有 这 种 重 直 平分 线 所 组 合成 者 (参看 
[图 4-9|) 。 


| 图 4-9 | 
【推论 】: 设 LNT={M}:， 而 且 《 和 I 上 两 条 相册 的 MPi, M 忆 正 
交 ， 则 《和 械 上 任 给 过 M 点 的 直线 辟 正 交 。 


证 明 : 在 直线 《上 任 取 一 直线 段 4 万 以 M 为 其 中 点 ; 邻 S 为 AB 的 
重 直 平分 面 。 由 所 设 M, Pi, 已 是 6 和 可 上 不 共 线 三 点 。 所 以 S=II。 


【 线 、 面 重 直 之 定义 】: 若 lnI={ 人 而且 2 和 TI 上 所 有 过 1 点 的 
直线 恬 为 正 交 ， 则 称 L 垂直 于 II， 以 ZL 上 开 记 之 。 

[上 述 推论 则 说 ， 只 要 检验 其 中 两 条 在 I 上 过 交点 M 和 了 的 正 交 性 ， 
即 可 得 知 LLI。] 
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4.2.2 立体 几何 中 的 作 图 题 


在 讨论 立体 几何 的 作 图 题 之 前 ， 让 我 们 先 分 析 一 下 它 和 平面 几何 的 
作 图 题 在 实践 上 的 基本 差别 : 


(i) 一 张 纸 、 一 块 黑板 都 是 一 个 平面 的 局 部 ， 因 此 常用 的 平面 几何 作 
图 是 真 的 可 以 在 一 张 纸 或 黑板 上 逐步 用 直 尺 、 圆 规 去 画 出 来 的 。 
但 是 立体 几何 的 作 图 所 要 用 到 的 是 3- 维 的 [ 纸 」 或 [黑板 」 才能 
实地 执行 之 。 而 这 种 3- 维 的 『 纸 」 和 上 黑板 」 是 不 实用 而 且 难 以 
供应 的 。 


(ii) 在 平面 几何 作 图 中 ， 可 以 用 直 尺 去 画 出 纸 上 两 点 所 决定 的 那 条 直 
线 的 局 部 ， 但 是 在 立体 几何 作 图 中 并 没有 一 个 简单 的 工具 能 够 利 
落 简洁 地 画 出 不 共 线 三 点 所 决定 的 那个 平面 的 局 部 。 


(iii) 由 此 可 见 ， 立 体 几 何 作 图 在 本 质 上 乃 是 | 理念 作 图 」]。 我 们 真正 
所 要 做 的 是 把 菜 种 唯一 存在 、 简 单 而 且 基本 的 立体 几何 事物 ， 
在 理念 中 和 逐步 分 解 成 菜 些 特定 的 平面 上 的 平面 几何 作 图 的 组 合 而 
加 以 明确 的 刻 划 。 这 种 理念 作 图 在 训练 如 何 把 立体 几何 中 的 基本 
图 象 归 于 平面 几何 作 图 来 加 以 分 析 。 唯 有 通过 这 种 理念 作 图 的 练 
习 ， 才 能 学 会 如 何 有 效 运 用 平面 几何 所 学 者 去 进而 理解 空间 的 本 
质 。 我 们 与 生 俱 来 的 视觉 是 具有 相当 好 的 空间 想象 能 力 的 ， 但 是 
要 把 它 提升 到 对 于 空间 图 象 及 其 所 将 含 的 空间 本 质 的 洞察 力 ， 这 
种 训练 是 不 可 缺 的 ! 


[例如 在 [定理 4.2] 的 存在 性 的 证 明 中 ， 所 做 的 就 是 这 种 理念 作 图 。] 
【基本 作 图 题 41】: 过 直线 ZL 上 的 给 定点 M， 作 其 重 面 。 
作法 :在 人 外 取 两 点 户 , 忆 使 得 
I 二 <lU{P}> 和 [Ts==<lUI{PB}> 相 异 。 


用 平面 几何 基本 作 图 分 别 作 IN 和 Il 中 过 M 点 而 且 和 《 重 直 的 直线 
01; ba。 则 本 二 <41 Ukz> 即 为 所 求 作 的 重 面 。[ 证 明 留 作 习题 


【基本 作 图 题 4.2】 : 过 平面 和 上 一 点 已 ， 作 其 重 线 。 
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作法 : 在 工 上 任 取 一 条 过 忆 点 的 直线 L。 过 号 点 用 [基本 作 图 4.1] 作 
《的 重 面 I。 令 妇 二 Nf， 再 在 IT 中 作 过 尸 点 而 且 重 直 于 01 的 直 
线 ， 即 为 所 求 作 的 直线 。 [证 明 留 作 习题 ] 

【基本 作 图 题 43】: 设 尸 是 平面 开 之 外 的 给 定点 。 求 作 过 尸 点 而 且 
重 直 于 的 直线 。 


作法 : 先 在 和 上 任 取 一 点 Q。 用 [基本 作 图 4.2] 作 和 开 正 交 于 Q 
的 直线 和 。 若 和 恰好 也 过 书 点 ， 则 和 即 为 所 求 作者 。 不 然 ， 令 
II =<{P}Ub>， 再 用 平面 几何 基本 作 图 在 平面 IIi 中 作 过 已 点 而 有 全 和 
bi 平行 的 直线 L(P)， 则 Ll(P) 即 为 所 求 作 的 重 线 。 [证 明 留 作 习题 ] 


在 平面 几何 中 ， 一 个 角 区 的 边界 由 两 条 共 顶 点 的 半 线 ( 亦 即 射线 ) 
所 组 成 。 相 类 似 地 ， 空 间 的 一 个 两 面 角 区 的 边界 是 由 两 个 共 顶 核 的 半 
平面 所 组 成 (参看 [图 4-10]) 。 


~ 


A 


平面 几何 的 角 区 人 


并 
| 
立体 几何 的 两 面 角 区 

[ 图 4-10 ] 


【 引 理 4.3】: 如 [图 4-10] 所 示 ， 设 4, A 是 4 上 任 取 两 点 。II, 了 H 分别 
是 过 A, 下 而 且 和 42 正 交 的 平面 。 令 


es 
{1 


pl 本 莹 证 站 惠 
和 =InIT 6&=I1NI 
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则 有 ZL6*, 63) = LO 太 ) 。 

证 明 : 如 [图 4-10| 所 示 ， 在 射线 好, 太 人 夺 | 记 上 分 别 取 B,C， 
C0 使 得 AB = AB, 4G = AC。 由 所 作 易 见 AB 和 AB ;AC 和 AG 
为 同 向 平行 而 且 等 长 。 再 由 [定理 4.2] 的 推论 即 有 BO 和 万 G 也 是 把 
向 平行 而 且 等 长 的 。 所 以 A4BC 和 八 ABC 满足 S.S.S. 全 等 条 件 ， 
LO,b) = LA= LA= ALC, FE). 


本 唆 出 


【 两面 角 的 定义 】 : ZIT?Y,IE) 的 大 小 定义 为 Zl, 引 )， 因 为 后 者 是 和 7 
上 4 点 的 选取 无 关 的 1 再 者 ， 在 2 1) = 3 时 ， 则 称 两 面 正 交 ， 以 
符号 II L Ts 记 之 。 
【基本 作 图 题 44】: 设 《CI 4 是 以 平面 芽 为 边界 的 半空 间 ，II; 是 
I 中 以 《为 边界 的 半 平 面 。 求 作 4 中 那个 和 I; 共 以 为 顶 棱 的 半 平 
面 TY， 使 得 ZIT ,ID) 等 于 一 个 给 定 角 。 

作法 : 在 424 上任 取 一 点 4， 过 4 点 作 4 的 重 面 TI， 令 全 =ITnnITY 。 
再 用 平面 几何 基本 作 图 在 II 中 的 半 面 Im 和 绪 中 作 那 条 半 线 如 使 得 
ll 全 ) 等 于 给 定 角 。 则 <LUC> 阁 40 就 是 所 求 作者 。 [由 上 述 定义 ， 
可 见证 明 是 显然 的 。] 
【 引 理 4.4】 : 设 1 LI1l, {> 1 II ， 则 £1//€2 站 

和 证明 : 令 忆 =4nIL 已 二 如 mmI。 关 P=b’ 则 全 = L。°。 车 
号 关 忆 ;， 令 =<liU{PB}>, 允 是 I[ 中 过 已 点 而 且 和 [1 平行 的 直 
线 。 由 如 上 可 可 见 ZHI,IT) = 5 。 再 由 [ 引 理 4.3]， 可 证 色 上 I。 所 以 
的 一 各， 亦 即 bb (参看 [图 411) 。 

{1 


{2 


[ 图 4_11 ] 
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【习题 】 
(1) 证 明 [ 基 本 作 图 4.1] 的 作法 所 得 者 乃 是 唯一 合乎 所 求 作 的 条 件 者 。 
(2) 证 明 [基本 作 图 4.2] 的 作法 所 得 者 乃 是 唯一 合乎 所 求 作 的 条 件 者 。 


(3) 证 明 [ 基 本 作 图 4.3] 的 作法 所 得 者 乃 是 唯一 合乎 所 求 作 的 条 件 者 。 
(4) 设 工 上 ,I1LL， 则 I/II。 试 证 之 。 

(5) 设 ILZ 而 且 II/I， 则 2 工 亚 。 试 证 之 。 

(6) 设 如 LIAW/， 则 包工 工 。 试 证 之 。 

(7) 设 An&={P} 而且 HI CH/I， 则 <AU> /II。 试 证 之 。 
(8) 设 ZLI 耿 34 则 亚 上 工 。 试 证 之 。 


(9) 设 IT NIl, =/%, TI LIl, JI2 | Il;» 则 2 LIT°。 试 征 之 

(10) 设 ID NIl, = 0， £1, £2 是 两 条 重 直 于 Ili, II 的 直线 令 记 = {NIL, 
P= 人 NT, Y= NII, Y= NTI’ 试 证 Qi1Q2 和 记忆 等 长 。 
[上 述 和 公 重 线 选取 无 关 的 长 度 ， 将 定义 为 Hi;, Is 这 一 对 平行 面 之 
间 的 距离 ， 将 以 符号 d(IT1,I1l2) 记 之 。] 

(11) 如 [图 412] 所 示 ，PM 和 开 正 交 于 M,CH，MN 和 正 交 于 
N， 则 PN 和 《 正 交 。 试 证 之 。 

1 


[ 图 4-12 ] 
[提示 : 要 点 在 于 证 明 <{P, M,N}> 和 2 是 正 交 的 。] 
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(12) 【基本 作 图 题 4.5】 过 直线 《之 外 一 点 号 作 其 重 面 I(P)。 


4.2.3 空间 反射 对 称 性 与 重 直 投影 


对 于 空间 中 一 个 给 定 平面 工 ， 每 个 点 已 有 一 个 唯一 的 对 称 点 P'。 
车 PEI 则 其 对 称 点 P' 就 是 忆 本 身 。 若 P41II， 则 PP' 以 I 为 其 重 
直 平 分 面 ， 如 [图 4-13] 所 示 。 易 见 已 也 就 是 已 的 对 称 点 。 
P 


PP’ 
[ 图 4_13 ] 
【定义 】: 上述 空 间 中 Pr P' 这 个 变换 (transformation) 叫做 空间 对 
于 给 定 平 面 本 的 反射 对 称 ， 将 以 符号 Ri 记 之 ， 亦 即 


SE gs Rn(P)=D, 
P¢1 PRn(P) 被 代 所 重 直 平分 。 


显然 有 Rn(Rn(P)) = 也 恒 成 立 ,， 亦 即 89 乃 是 空间 的 恒 等 变 换 。 
【定理 4.4】: Rn 是 空间 的 一 个 保 长 变换 ， 亦 即 直 线段 PQ 和 
gr(P) Rn(@) 恒 为 等 长 。 
证 明 :在 此 我 们 采用 简约 符号 已 表示 Rn(P);， 而 且 把 证 明 分 为 下 
述 四 种 情形 : 
(让 若 QEHUT 时 ，P'=P,Q'=Q°。P'WY 就 是 PQ 本 身 。 
(ii) 若 P, @ 中 其 一 个 属于 了 代 ， 设 其 为 P。 则 PI 一 P， 而 QY 被 本 
所 重 直 平分 。 所 以 人 PQQ' 的 中 线 PM 和 底 边 QQ' 正 交 ， 亦 即 
APQQ' 是 等 腰 三 角形 ， 即 已 证 得 PO = PQ' = P'Q’。 


(ii) 车 PONT= 6， 令 PP' 和 人 9 的 中 点 分 别 为 M， N。 则 易 证 
PMNQ 和 口 PMNQ' 都 是 矩形 ， 所 以 即 有 PO = MN = PG 。 
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(iv) 若 POnI={4}， 则 (之 所 证 可 见 A4PP' 和 A4QQ' 都 是 等 
腰 的 ， 亦 即 


AP=AP’, AQ=AY = PQ=PO 


[ 注 ] : 保 长 变换 的 组 合 当 然 还 是 保 长 变换 。 现 在 让 我 们 来 分 析 一 下 ， 对 于 两 
eI te Rr, (Rr (P)) 
究竟 是 一 种 怎样 的 保 长 变换 。 为 此 ， 我 们 将 采用 简约 符号 

P' = Rn (P), P” = Rn,(P') = Rn o Rm (P) 


下 面 将 分 成 III = 加 和 InmIs=! 这 两 种 情形 来 加 以 分 析 : 
情况 一 见 一 : ImIH2= 少 ( 亦 即 IT II ) 

令 L(P) 是 过 忆 点 而 且 和 IT1, I 正 交 的 直线 ， 易 见 P', P" 点 都 在 
4(P) 上 。 令 Qi=pP)nI,@s=kt(P)mIE， 并 以 全 Ga 为 L(P) 上 的 正 
向 ， 则 有 下 述 有 向 长 度 关系 式 ， 即 


> > 
0 Fo =0 071 


所 以 


B= BP 2 20P 412P0O,- 200 
我 们 把 上 述 分 析 之 所 得 叙述 为 [定理 4.5] : 


【定理 45】: 设 In mID 一 %， 则 us oR 把 空间 中 每 一 点 已 沿 著 重 
直 于 IN, IT 的 方向 ( 亦 即 同 向 平行 于 @1@2 者 ) 向 前 移动 2d(ITi,Io) 。 
[这 种 保 长 变换 叫做 平移 (translation)。|] 


ms 
0 
了 。 
| °? 
> 
[ 图 4-14] 
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情况 二 : II1NnI2=《 (相交 于 直线 《 ) 

令 II(P) 是 过 尸 点 而 有 全 和 1 垂直 的 平面 ( [基本 作 图 4.5]， 亦 即 习 题 
(12)) ， 则 ICP) 上 LI, HP) LIHo。 由 此 易 证 PI 和 P 点 都 和 尸 点 共 
在 HI(P) 之 中 《证 明 留 作 习题 ) 。 令 和 =IP)nIH t= HI(P) nN 1, 
4=&nIH(CP)。 在 TI(P) 上 选取 正 向 转角 使 得 


nay 了 


则 有 下 述 I(P) 中 定向 角 的 关系 式 ， 即 如 [图 4-15] 所 示 


LZPAMi = ZMiAP', LP'AM;= ALM;AP” 


PP’ 


[ 图 4-15] 
所 以 LZPAP" = LZPAP'+ LP'AP"” 

= 一 2LM1AP’ 丰 2LZP'AM, 

ss 2 AM, 

= 2Z11, II?) 
上 述 分 析 已 经 证 得 下 述 定理 ， 即 
【 定理 4.6 】 : 设 II 站 lI» = L, 0 3 AI1i, II) 2 则 Rn, o Rn 保持 任何 一 
个 的 重 面 II(P) 为 不 变 子 集 (invariant subset)， 而 本身 则 是 它 的 定 
点 子 集 (subset of fixed points)。 再 者 ， 把 Ri, o Rm 限制 到 任 一 不 变 平 
面 II(P) 上 的 作用 万 是 一 个 20- 角 的 旋转 (rotation)。 
[这 种 保 长 变换 叫做 空间 绕 {- 轴 的 旋转 。| 
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重 直 投影 (orthogonal projection) : 

对 于 空间 中 一 个 给 定 平 面 I， 过 每 一 点 PP 可 作 唯 一 一 条 直线 {(P) 
和 民 正 交 。 对 于 空间 一 条 给 定 直线 L&， 过 每 一 点 可 作 唯 一 一 个 平面 
II(P) 和 《 正 交 。 运 用 上 述 两 个 事实 就 可 以 定义 空间 的 两 种 重 直 投影 : 
【定义 】: 空间 对 于 一 个 给 定 平面 开 的 重 直 投影 把 书 点 映射 到 L(P)nII。 
由 此 可 见 ， 它 把 每 条 重 直 于 了 的 直线 上 的 所 有 点 都 映射 到 该 直线 和 工 
的 交点 ， 将 以 符号 BI 记 之 。 


A 上 


py | | yed 
区 


[ 图 4-16 |] 
【定义 】 : 空间 对 于 一 个 给 定 直线 的 重 直 投影 把 已 点 映射 到 II(P)m4。 
由 此 可 见 ， 它 把 每 个 和 重 直 的 平面 上 的 所 有 点 ， 全 都 映射 到 它 和 L 的 
交点 ， 将 以 Pe 记 之 。 


II 


必 
4 机 
ll ES 
ee 
B* Bp 
lIp 
[ 图 4_17 ] 
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【定理 4.7】: 以 简约 符号 已 表示 Ru(P)°。 设 PQ， 则 有 XE 
PQ 过 XEeP'Q' 而 且 


马 - 葬 Le 


证 明 : 令 JI = 二 <L(P)U ZL(Q)>, (LLP)//L(Q))。 由 所 设 
XEPQ 和 LAX)WMUPMLG) = A(X)CI 
由 此 可 见 X'E P'Q' (整个 II 在 %n 下 的 象 点 点 集 ) 。 


0 Qi 
~ 4(Q) 
X 
= 
(ID ) 
Q 
ZLP) £(X) 
[ 图 4-18] 
再 者 ， 如 [图 4-18] 所 示 和 平面 几何 中 的 相似 三 角形 定理 ， 即 得 
FX FRR PY 


XO XO XO 
【推论 】: 若 /TABCD 是 一 个 平行 四 边 形 而 且 A', B', 0', D' 不 共 线 
， 则 /IA'B'C'D' 也 是 一 个 平行 四 边 形 ( 见 [图 4-16])。 

证 明 : 由 所 设 AC 和 BD 互相 平分 。 由 | 定理 4.7]， 即 得 AC' 和 B'D' 
也 互相 平分 ， 所 以 /了 A'B'C'D' 也 是 一 个 平行 四 边 形 。 
【定理 4.8】 :以 简约 符号 P* 表示 Bu(P)°。 设 P* 关 Q*, 铸 EPQ， 则 同 
样 地 也 有 


本 -到 
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证 明 : 过 尸 点 作 V 的 平行 线 0。 则 & 和 HLP), H(Q), I(X) 也 都 是 
正 交 的 。 令 


II =<PQ U >， Xi > NI(X), Q1 NI(Q) 


则 易 见 


PX PR, TO TO 
而 同样 的 图 形 和 相似 三 角形 定理 即 得 


PX PX 
XO 0: 


【定理 4.9】 : 设 {1,f2,b3} 是 共 交 于 一 点 O 而 且 两 两 正 交 的 三 条 直线 
。 若 以 简约 符号 己 表示 Be(P) 则 有 
Po 二 Par 十 BO 十 BQ 
[这 也 就 是 勾 股 定理 在 空间 几何 中 的 表达 式 ] 
证 明 : 令 是 过 号 点 和 [3 正 交 的 平面 ，《 是 过 Q@ 点 和 43 平行 的 直 
线 ， 凡 是 过 尸 点 而 且 和 4 平行 的 直线 。 如 [图 4-19] 所 示 ， 令 Q* = 《NI 
， 并 作 Q*R* 和 尺 正 交 于 R* 则 有 


QT 1 PO ( 亦 有 QT 上 R07) 


[ 图 4-19] 
所 以 由 勾 股 定理 即 有 
PO = PO + OO™ 
= PR + RO + OO 
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再 者 ， 由 所 作 易 见 
PR*=PQ, RQ:= Bs, Q0= BO 


所 以 即 已 证 得 


2 — 2 2 ，” 
PQ = PQ + PQ2 + PQ 


【习题 】 
光 的 反射 定律 : 一 个 平滑 的 镜面 可 以 想 成 是 一 个 平面 的 局 部 。 远 在 
古 希 腊 时 代 ， 即 已 认识 到 下 述 光 的 反射 定律 : 


| 入 射线 、 反 射线 和 平面 在 反射 点 的 法 线 三 线 共 面 ， 而 且 两 
者 和 法 线 的 夹 角 相 等 。] 


[ 图 4-20] 


(1) 令 已 是 尸 对 于 镜面 开 的 反射 对 称 点 。 试 证 起 始 于 已 点 的 反射 线 
的 延长 线 共 交 于 P' 点 。 [这 也 就 是 视觉 中 镜 象 的 几何 原由 。] 


(2) 如 [图 4-20| 所 示 ， 起 始 于 PP 点 的 光线 ， 先 走 直 线 到 达 镜 面 吕 上 一 
点 A 然后 再 反射 到 @ 点 。 试 证 这 种 走 法 是 由 号 点 经 过 上 一 点 然 
后 再 到 Q 点 的 唯一 最 短 通 路 。 ( 亦 即 其 他 经 过 II 上 一 点 由 三 到 
Q@ 的 通路 都 比 PA 二 AQ 要 长 1 ) 


(3) 设 ID,IL,I 是 共 交 于 O 点 而 且 两 两 重 直 的 三 个 平面 。 令 


令 P# = 
Rn o Rn, oRm(P)°。 试 问 忆 O, P# 三 点 的 几何 关系 是 什么 ? 


设 了 是 空间 的 一 个 保 长 变换 (例如 是 好 些 个 反射 对 称 的 组 合 ) ， 并 且 
用 简约 符号 五 记号 T(P)。 
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(4) 试 证 XecIOI 二 RecPa。 
(5) 设 和 PQOR 为 直角 三 角形 ， 试 证 人 POR 也 是 一 个 直角 三 角形 。 
(6) 试 证 人 PQR 和 八 POR 必定 是 全 等 的 。 


(7) 设 A, BB 是 空间 任 给 两 点 ， 是 否 存 在 一 个 适当 的 平移 了 使 得 
T(A)=B? 试 用 反射 对 称 之 组 合 构 造 之 。 


(8) 上 述 平移 是 否 是 唯一 存在 的 ? 试 证 明 你 的 观点 。 
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